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Resumo 
Este trabalho trata da analise de ediffcios atraves de uma t6cnica discreta, 
baseada no rnetodo dos elementos finitos via processo dos deslocamentos, onde a 
estrutura e idealizada como uma associa~ao tridimensional de vigas, lajes e pilares. 
Elaborou-se a partir de urn ambiente computacional denominado PZ, sob o para-
digrna da orienta~ao a objetos, uma s€rie de rotinas, "cla.sses" e "rnetodos'' que 
permitem 0 calculo de deforma90es e esfor908 na analise tridimensional de estru-
turas. 0 ambiente de computa~ao cientffica PZ, escrito em linguagern de progra-
rna9ao C++, e uma ferramenta computacional de multiplos prop6sitos, preparado 
para a simula9ao, via m6todo dos elementos finitos, de problemas rnaternaticos e 
de engenharia onde o fenorneno a ser analisado pode ser representado atraves de 
urn cor\junto de equa~Oes diferenciais parciais. Nesse ambiente, usando o conceito 
de hierarquia de classes, todo o c6digo pode ser reutilizado. Assirn, aproveitando 
a funcionalidade do c6digo existente, para analise do tipo elasticidade tridimensio-
nal para rela9oes tensao/deforrna~ao, desenvolverarn-se as forrnula9oes variacionais 
que expressarn as deforrna~oes ern elementos de barra e placa e irnplernentou-se 
estas ern classes de materiais especfficos para o calculo de "vigas ", "pilares" e de 
"placas ", derivadas de uma classe abstrata existente no PZ, chamada TMateriaL 
0 elernento de barra foi rnodelado levando ern conta a Teoria de Tirnoshenko e o 
elemento de placa foi modelado incorporando a Teoria de Reissner-Mindlin, onde 
associou-se tarnbern a forrnula<;ao o efeito de membrana. Dada a generalidade das 
forrnula<;oes, tanto o elernento de barra quanta o elernento de placa podem assumir 
geometrias arbitnirias (parab6licas, cilfndricas). 0 elemento de barr a foi concebi-
do corn seis graus de liberdade por n6 para permitir o perfeito acoplarnento corn 
o elemento de placa, tarnbern irnplernentado corn seis variaveis independentes por 
n6: tres transla9oes e tri!s rota~oes. Foi elaborado um pre-processador baseado na 
entrada de dados do prograrna Ansys. Para a visualiza~ao dos resultados forarn 
implementado no ambiente PZ alguns "metodos" onde se introduziu o conceito de 
"elemento grafico ", atraves do qual se prepararn arquivos de safda de resultados 
adequado tal que possarn ser interpretados por programas de visualiza<;ao grafica. 
Atraves de irnplernenta<;oes cornputacionais apresentarn-se exemplos numericos cu-
jos resultados forarn comparados corn o software Ansys, versao 5.2, rnostrando a 
validade das forrnula<;oes desenvolvidas. 
VII 
Abstract 
This thesis is concerned with the analysis of buildings using a discrete te-
chnique based on the finite element method, via process of displacement, where 
the structure is idealized as a three dimensional association of beams, slabs and 
columns. 
The slabs are discretized with plate finite elements of four nodes. The columns 
and beams are modei!ed by unidimensional finite elements submitted to flexure. 
Based on the paradigm of the orientation to objects and using the computatio-
nal environn1ent PZ, a series of routines were created: "classes" and ))methods'', 
which permitted the evaluation of deformations and strains in the three dimensio-
nal analysis of structures. The scientific computational environment PZ, written 
in the C++ programming language, is a multiple purpose computational tool 
prepared for the simulation, via the finite element method, of mathematical and 
engineering problems, where the phenomenon to be analysed can be represented by 
a system of partial differential equations. In such environment, using the concept 
of class hierarchy, variational formulations that express the strains in bar and plate 
elements by the generation of classes derived from "materials" were implemented. 
The classes named TTimoshenko and TPlateReissner derived from an abstract 
class named TMaterial existing in the PZ environment were implemented. 
The bar and plate elements were modelled taking into account the Theory 
of Timoshenko and the Theory of Reissner-Mindlin, respectively, with the mem-
brane effect taken into consideration in the formulation.membrane effect was also 
associated in the formulation. 
Considering the generality of the formulation, both the bar and plate elements 
can assume arbitrary geometric shapes. 
The bar element was conceived with six nodal degrees of freedom in order to 
allow the coupling with the plate element, which also has six nodal degrees of 
freedom: three translations and three rotations. 
A pre-processor based on input files created by the programme Ansys was 
prepared. To the visualization of the results some "methods" allow the the pre-
paration of files containing the answers of the analysed structure that are suitable 
to be interpreted by softwares of graphic visualization. 
The examples presented to confirm the validation of the present computational 
implementation where always compared with the results obtained with similar 




A maioria dos fenomenos da natureza, seja nos ramos da biologia, geo-
logia ou da engenharia podem ser expressos de maneira aproximada com o 
auxflio das leis da ffsica e da matematica em termos algebricos, diferenciais 
ou atraves de equa<;oes integrais. Determinar a distribui<;ao de tensoes ern 
urn recipiente pressurizado sujeito a cargas mecanicas, terrnicas ejou aero-
dinamicas, encontrar a taxa de concentra<;ao de poluentes nas aguas ou na 
atmosfera, simular o clima na tentativa de entender e prognosticar o meca-
nismo de forma<;iio dos tornados e tormentas, sao alguns exemplos dos rnuitos 
problemas praticos com os quais nos deparamos a todo instante e que podem 
ser representados atraves de equagoes diferenciais. 
Conforrne Timoshenko[33], o estudo de fenomenos ffsicos voltados para a 
engenharia estrutural teve seu infcio no final do seculo XVII, porem sofreu 
seu rnaior desenvolvimento ern meados do seculo XX corn a introdu<;ao de 
novas tecnicas de calculo e surgimento dos cornputadores digitais. 
Engenheiros e cientistas que se dedicarn ao estudo de fenomenos ffsicos 
estao ernpenhados ern duas principais tarefas: 
• forrnula<;ao rnatematica dos processos ffsicos; 
• analise numerica do modelo rnatematico. 
Segundo Przerrnieniecki[24], os metodos de analise estrutural podern ser 
classificados ern analfticos e numericos. Apesar de apresentarem solugoes fe-
chadas, de grande utilidade, os rnetodos analfticos sao rnuito lirnitados quan-
do se deseja resolver problemas maiores e rnais complexos. 
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No intuito de se buscar respostas para tais problemas recorre-se, na 
maioria das vezes, a formula<;oes matematicas que sao representadas pelas 
equa.;oes diferenciais que expressam esses processos fisicos. Com o advento 
dos computadores houve urn grande avan<;o dos metodos numericos, e mode-
los matematicos puderam ser analisados com maior rapidez e confiabilidade. 
Calculos que antes eram impossfveis de se realizar, devido a limita<;oes da 
tecnologia dos computadores, tornaram-se realidade; teorias que envolviam 
s6lidos tridimensionais sofrerarn grandes evolu<;oes e aos poucos foram sendo 
desmistificados. 
0 uso do cornputador na engenharia, seja para apoio na administra<;ao, 
planejarnento, controle ou analise de projetos, entre outros, possibilitou aos 
engenheiros, projetistas e pessoas envolvidas nos projetos avaliar e manipular 
as informa<;oes mais rapidamente, planeja-las, estimar seus impactos e com 
isso viabilizar a tomada de decisoes com aceitaveis margens de erro. 
Para o estudo desses projetos ha a necessidade de se construir modelos a 
fim de permitir a simula<;ao ffsica do comportamento do sistema. Projetos 
estruturais exigem urn certo grau de complexidade para sua completa ela-
bora<;ao e analise. Esses projetos apoiarn-se na mecanica dos s6lidos, que 
e a ciencia que permite descrever o comportamento desses sistemas ffsicos. 
Assim, os problemas que podem ser representados por urn mirnero finito 
de cornponentes sao ditos discretos, podendo ser solucionados por compu-
tador; os problemas definidos, usando-se elementos matematicos infinitesi-
mais, chamarn-se continuos e apenas podem ser resolvidos por interven'ioes 
maternaticas que conduzern as equa'ioes diferenciais, as quais nern sernpre 
apresentam solu<iiio viavel. 
Para resolver problemas continuos utilizarn-se varios metodos de discreti-
za'iaO, os quais envolvern aproxirna<;oes. Entre esses metodos numericos apro-
xirnados os que apresentaram maior evolu<;ao forarn os rnetodos matriciais, 
com maior destaque para o rnetodo dos elementos finitos baseados ern deslo-
camentos, cuja implanta'iao se deve a Zienkiewicz[38], Szilard[:32] e Argyris[2] 
no periodo de 1955 a 1960. Esta tern sido ao Iongo dos anos urna das tecnicas 
mais utilizadas para resolver problemas na engenharia estrutural, mecanica 
dos fluidos e transferencia de calor, pod en do ser aplicado tam bern a qual-
quer outro problema que se traduza na solu<iiio de urn conjunto de equa<ioes 
diferenciais. Seu sucesso e devido ao fato de possuir urn procedirnento re-
lativamente simples e disciplinado para sua solu<iao. Inicialmente faz-se a 
formula~ao do problema; em seguida a discretiza<;ao do domfnio do problema 
a ser analisado, e por firn a solu<;ao efetiva do sistema de equac;oes resultante, 
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permitindo a obtenc;ao dos resultados numa etapa de p6s-processamento. 
A. principal caracteristica do metodo dos elementos finitos e que OS passos 
sao sempre os mesmos qualquer que seja o problema considerado, o que pro-
porciona ao metodo grande aceitac;ao no trato dos diversos tipos de analises. 
Deste modo, o metodo dos elementos finitos pode ser visto como uma pode--
rosa ferramenta numerica na obtenc;ao de soluc;oes aproximadas para modelos 
continuos. Sendo suas bases matematicas bern postas, este metodo e atual-
mente o mais amplamente utilizado em problemas de analise estrutural e da 
mecanica do meio continuo em geral. 
Aliado a esta ferramenta matematica encontra-se a programac;ao orien-
tada a objetos, em que a principal caracteristica e o reaproveitamento de 
c6digos ja desenvolvidos. Enquanto hoje cada vez mais softwares utilizam a 
filosofia de programac;ao orientada a objetos, o desenvolvimento dominante 
na computac;ao cientifica ainda permanece baseada na programac;ao estrutu-
rada e sequencia!. Isto se deve a varios fatores, tais como: 
1. mudall<;;a de linguagem de programac;ao exige urn investimento que po-
de levar anos; 
2. a programac;ao orientada a objetos pode ser modular, mas desenvolver 
esses m6dulos de forma coerente e bern pensada leva muito tempo. Esse 
conceito novo de programac;ao, sem duvida, e rnais complexo do que a 
prograrnac;ao estruturada. Com isso, gasta-se mais tempo para ser bern 
utilizada e tornar-se efetivamente mais produtiva do que a programac;ao 
estruturada e sequencia!; 
3. muitos cientistas tern por cultura usar a programac;ao convencional mt.'-
ramente para verificar os algoritmos que desenvolveram sobre suas bases 
te6ricas, inviabilizando o reaproveitamento do c6digo. 
Do ponto de vista do desenvolvimento de pesquisa em grupo envolvendo 
software, e de fundamental importancia que o c6digo fonte a ser gerado por 
urn programador seja facilmente entendido e reutilizado por outros ern novas 
aplicac;oes, o que justifica o uso da prograrnac;ao orientada a objetos nesse 
trabalho. 
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1.1 Escopo do trabalho 
Neste trabalho sao apresentadas as teorias para barras e placas de 
se<;ao transversal indeformavel, geometricamente lineares, formuladas corn 
base nos fundamentos da Mecanica dos S6lidos Deforrnaveis, com vistas ao 
seu crnprego na modelagem de ediffcios tridimensionais atraves do metoda 
dos elementos finitos. Muitos aspectos da teoria linear para barras e placas, 
principalmente por serem derivados das simplifica<;oes impostas na teoria de 
s6lidos tridimensionais, serao abordadas no transcorrer do trabalho pois sao 
fundamentais para esclarecer as forrnula<;oes utilizadas. 
As variaveis cinematicas do problema do ediffcio, modelado pela asso-
cia<;ao de placas, pilares e vigas sao os deslocamentos de cada n6: 3 de 
transla.;ao e 3 de rota<;ao. 
Apresenta-se ainda no trabalho uma extensao dos problemas da viga e 
placajcasca convencionais para eixos com qualquer desenvolvimento geom8-
trico no espa<;o tridimensional. 
Embora o metoda dos elementos finitos esteja bastante evolufdo no que diz 
respeito aos meios continuos ( chapas, placas, cascas, estruturas rnaci<;as em 
geral), tern sido relativamente pequena a aten<;ao dedicada aoestudo de siste-
mas que envolvarn elementos espaciais de barras e placas curvas. Ressalta-se 
que este nao () o prop6sito deste trabalho, tendo essas extensoes apenas con-
tribufdo para o enriquecimento e generaliza<;ao das formula<;oes aqui apre-
sentadas. No calculo das edifica<;oes esses elementos serao acoplados, pos-
sibilitando, com isso, uma aproxima<;ao mais confiavel do comportamento 
estrutural de ediffcios. 
Partindo de urn arnbiente de programa<;iio totalmente orientado a objetos, 
denominado PZ1 (Devloo[12]), baseado na linguagem C++, foram desenvol-
vidos alguns metodos para a solu<;iio de problemas de elasticidade elastica 
linear, e duas classes de materiais para o tratamento do problema de barras 
e placas no espa<;o. Esses metodos e classes foram incorporados ao ambiente 
PZ que, segundo Devloo[ll], oferece ao usuario diversas facilidades para im-
plementagao e uma consideravel estrutura de classes com possibilidades de 
expansao. 
No capitulo 2 sao descritos os conceitos necessarios para a utiliza<;iio da 
filosofia da linguagem orientada a objetos, em que termos reservados a essa 
1 0 ambiente PZ encontra-se disponfvel no Departamento de Estruturas da Faculdade 
de Engenharia Civil da Unicarnp 
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metodologia sao definidos. 
No desenvolvimento do presente trabalho foi elaborado um programa 
computacional com o aux:ilio da plataforma de programa~ao PZ, detalhada 
no capitulo 3, em que aspectos tecnicos desse ambiente, com base no suporte 
te6rico adquirido no capitulo anterior, poderiio ser melhor elucidados. 
Devido a flexibilidade de uma linguagem orientada a objetos, como e o 
caso de C++ e ainda a portabilidade do PZ, segundo Devloo[12], pode ser 
utilizada tanto em arquiteturas cornputacionais do tipo PC como em esta~oes 
de trabalho baseadas em sistemas UNIX, disponibilizando com isso seu uso 
em plataforrnas distintas de cornputadores. 
No capitulo 4 apresentarn-se as conven~oes, hip6teses e conceitos da teo-
ria da elasticidade e princfpio dos trabalhos virtuais. Sao apresentadas ini-
cialmente duas teorias para barras tridirnensionais geornetricarnente lineares, 
considerando duas hip6teses cinernaticas aqui denorninadas por Teoria de 
Bernoulli-Euler e Teoria de Timoshenko. Ap6s o tratarnento das respectivas 
forrnula~oes variacionais faz-se a analise destas forrnula~oes corn aplica<;ao a 
elementos finitos. Encerra-se o capitulo corn desenvolvirnento da teoria de 
barras de Timoshenko estendida para a analise de vigas curvas e posterior 
apresenta<;ao dos jacobianos unidirnensionais para transforma<.;ao de coorde-
nadas cartesianas e cilindricas ern coordenadas adirnensionais do elernento 
rnestre. 
0 capitulo 5 e reservado para as forrnula<:;oes variacionais dos elementos 
de placa e posteriorrnente para aproxirna~iio de cascas. As formula<;oes sao 
detalhadas partindo-se do Principia dos Trabalhos ViTtuais, no qual busca-se 
a minima energia para a forrnula<.;iio de placa de Kirchoff corn tres graus de 
liberdade por n6, e na sequencia utiliza-se o mesmo principia para encontrar 
a forrnulac;iio que cxprirne a minima energia para o problema da placa com 
as considcra<.;oes de Reissner-Mindlin para seis graus de liberdade por n6. 
Faz-se a discretizac;ao das formula<;oes a elementos finitos para as teorias 
de KiTchoff e ReissneT-Mindlin ap6s a apresenta~iio das respectivas formu-
la<.;oes variacionais. Finaliza-se o capitulo com o desenvolvimento da Teoria 
de Placas de ReissneT-Mindlin estendida para a analise de cascas curvas e 
posterior apresentar;iio do jacobiano bidimensional para transforrna<.;iio de 
coordenadas cartesianas. 
No capitulo 6 e apresentado o acoplamento entre os elementos finitos de 
barra e de placa, permitindo a analise de ediffcios. Mostra-se como obter a 
matriz de rigidez global da estrutura a ser analisada, bem como o tratamen-
to dado ao problema da irnposi<;iio das condi<;oes de contorno e formula<.;iio 
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do vetor de a<:;oes nodais equivalentes. Mostra-se tambem como calcular os 
esfor<:;os solicitantes. 
No capitulo 7 sao mostrados alguns exemplos de associa.:;ao de elementos 
de barras e placas e alguns exemplos de esfor.:;os em edificios. Os resultados 
dos esfor<:;os nos exemplos foram comparados com calculo similar efetuado 
atraves do prograrna Ansys2 [1], versao 5.2. Os exernplos apresentados tern a 
finalidade unica de validar a forrnula<;ao proposta. 
Finalrnente, no capitulo 8, sao apresentadas as conclusoes finais do traba-
lho, enfocando os assuntos mencionados anteriorrnente e possiveis proje<:;oes 
ou sugestoes de continuidade que o presente trabalho possa suscitar. 
A contribui<:;ao deste trabalho consiste principalrnente no tratamento de 
elementos de vigas e de placas com a incorpora<:;iio da deforma<;iio por cor-
tante e associa<:;ao dos dados dos eixos locais dos elementos como par:hnetros 
adicionais dos rnesrnos. Com isso, a forrnula<;ao das matrizes de rigidez e ve-
tores de carga dos elementos ja forarn calculados em termos dos eixos globais, 
evitando-se o que classicarnente e feito em situa<;oes semelhantes, ou seja: o 
calculo de matrizes de rigidez e vetores de carga dos elementos no sistema 
local, formula<;ao de matrizes de rota<;iio, e finalrnente a obten<;ao de rnatrizes 
de rigidez e vetores de carga expressos nas dire<:;oes das coordenadas globais 
a partir das matrizes de rota<;iio e das matrizes de rigidez e vetores de cargas 
expressos nas coordenadas locais. 
Ressalta-se tambem o enriquecirnento do ambiente PZ que passou a in-
corporar a possibilidade de analise de estruturas de barras, placas e cascas. 
1.2 Tarefas principais 
As principais tarefas no desenvolvimento desta disserta<:;ao foram: 
a) implernentar inicialrnente duas teorias para barras tridimensionais geo-
metricarnente lineares, corn o objetivo de elucidar os principais concei-
tos envolvidos nas diferentes hip6teses cinernaticas para as suas forrnu-
la<;oes; 
b) ern seguida, implementar duas teorias para placas tridirnensionais geo-
rnetricarnente lineares, com o objetivo de esclarecer os conceitos que 
2No prograrna de elementos finitos Ansys foram usados os elementos BEAM4 e 
SHELL63 existentes ern sua biblioteca intenm de elementos. 
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norteiam as diferentes hip6teses cinemiticas utilizadas nas duas teo-
rias de placas envolvidas neste trabalho; 
c) utilizar a programru;ao orientada a objetos e reutilizru;ao de c6digos de 
elementos finitos para a solw;ao de problemas da engenharia estrutural, 
atraves do acoplamento de elementos de barra com elementos de placas; 
d) elaborar urn programa para cuidar da entrada de dados semelhante a. 
entrada de dados do programa Ansys, versao 5.2; 
e) propor e analisar varios exemplos numericos visando validar a imple--
menta<:;ao computacional proposta; 
f) interagir com o software de analise estrutural Ansys release 5.2 com 
vistas a facilitar o pre-processamento dos dados e aferi<:;ao de resultados; 
g) calcular o sistema de equa.;oes atraves de algum metodo direto existente 
na classe de matrizes do ambiente PZ; 
h) calcular as deforma<;6es a partir dos deslocamentos; 
i) obter os esfon:;os solicitantes nos elementos estruturais a partir das 
deforrna<:;6es encontradas; 
g) visualizar graficamente os resultados. 
Observa-se que nesse trabalho, o autor nao se preocupou com analise de 
tensoes. 
A safda de resultados pode ser visualizada graficamente atraves de dois 
p6s-processadores: o programa DataExplorer da IBM para esta.;oes de traba-
lho eo programa MView desenvolvido na PUC/RJ para ambiente Windows. 
Os exemplos ilustrados neste trabalho foram concebidos com o uso dos 
recursos computacionais do CENAPAD-SP3 , em esta<;6es de trabalho do tipo 
RISC/6000 e, em alguns casos, utilizando n6s do IBM-SP existente nesse 
ambiente. 
3Centro Nacional de Processamento de Alto Desempenho em Sao Paulo 
(FINEP /MCT /UN! CAMP) 
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Capitulo 2 
Programa«_;ao orientada a 
objetos 
No desenvolvirnento de tecnicas cornputacionais para a obtem:;iio da so-
lu<;ao de problemas de analise de estruturas, as dificuldades rnais comuns 
referern-se a elabora<:;iio de entrada de dados, processarnento e visualiza<:;iio 
dos resultados. A facilidade de intera<:;iio entre o usuario e a rnaquina du-
rante o processo de expansiio e irnplernenta<:;iio de novas potencialidades aos 
programas resultantes e urn outro desafio que vern recebendo cada vez mais 
irnportancia, e e sern duvida a chave do sucesso para expandir c6digos cada 
vez mais complexos e robustos. 
Os avan<:;os tecnol6gicos obtidos nos ultimos anos, evidenciados pelo au-
mento da capacidade de memoria e rapidez de execugao dos calculos, bem 
como a redu<:;iio dos pre<;os dos computadores, trouxe um desenvolvimento 
bastante acentuado no que se refere as linguagcns de programagiio. Essa 
mudan<;a na forma de se rnanipular dados para computadores teve seu marco 
diferencial dado pela criagao de linguagens orientadas a objetos, pautadas 
por um conceito diferente de programa<:;iio unindo dados e sub-rotinas. 
As linguagens tradicionais interpretarn os dados como entidades passivas, 
as quais permitem que de qualquer parte do c6digo manipule-se tais dados 
atraves de" procedures" e "functions", Scholz[29], facilitando a ocorrencia de 
erros, dificultando a manuten<:;iio dos programas e a utiliza<:;iio de trechos do 
c6digo no desenvolvimento do programa por terceiros ou em outro projeto 
que possa dar continuidade com reutiliza<:;iio do c6digo. 
Na programa<:;iio estruturada, dados e subrotinas sao mantidos separados, 
unindo-se apenas quando aqueles sao passados para estas nas suas charnadas 
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no corpo do c6digo; as linhas do c6digo sao projetadas em torno das fun<;oes. 
Assim, estas sao mais importantes nesse tipo de programa<:;ao que naquela 
orientada a objetos, os quais sao o micleo em torno do qual as mensagens sao 
trocadas entre os c6digos que compoem urn programa. 
A orienta<;ao a objetos utiliza-se do mesmo conceito de estrutura<;ao dos 
dados dentro de um unico tipo c o amplia com a inclusao de sub-rotinas, 
rnantendo-os ( dados e sub-rotinas) unidos de forma a modificar esse conceito, 
o qual convencionou-se chamar de classe. As fun<;oes-mernbro de urna classe 
tambem conhecidas como rnetodos, definern o que pode ou nao ser feito corn 
os dados da classc. Dessa forma, os dados ficam encapsulados de modo que 
apenas os metodos do objeto consigarn acessa-los, ou seja, urn objeto opera 
sobre seus pr6prios dados atraves de seus proprio,.~ rnetodos, de modo que 
fun<;oes externas a classe do objeto nao consigarn rnanipular suas vari<iveis. 
Uma vez que em urn sistema, objetos armazenam tipos especfficos de 
informa<;ao e opera<;oes especfficas, o primeiro passo na cria<;ao de urn pro-
grama baseado em objetos e idcntificar os que fazem parte do sistema, as 
informa<;oes principais e as opera<;oes realizadas nos mesmos. 
A programa<;ao orientada a objetos e uma tecnica relativamente nova 
para a concep<;ao e implanta<;ao de sistemas de software, e centraliza-se nos 
principais conceitos: tipos de dados abstratos e classes, hierarquias de tipos 
(sub-classes), heran<;a e polimorfismo. Acredita-se que o ponto marcante 
da programa<;ao orientada para objetos seja a possibilidade de se reutilizar 
c6digo, ou seja, um objeto pode usar as implementa<;oes de urn outro objeto 
e estende-las para alcan<;ar urn objetivo especffico. 
Embora o ambiente PZ apresente a possibilidade de reutiliza<;ao de c6digo, 
talvez por falta de decumenta<;ao no caso do presente trabalho, a implemen-
ta<;iio do c6digo foi bastante ardua. 
Quando se trabalha com orienta<;ao a objetos, todos eles sao organizados 
em classes. Sao definidas classes basicas e estas sao estendidas de forma a 
criar novas classes, o que torna o software orientado para objeto muito mais 
facil de ser documentado e entendido. 0 principal objetivo da programa<;ao 
orientada a objetos e aumentar a produtividade do programador atraves de 
uma maior reutiliza<;iio do c6digo, alem de diminuir a complexidade e o custo 
da rnanutell<;:ao do mesmo. Para urn born entendimento do trabalho pode-se 
adquirir maiores conhecimentos sabre programa<;ao orientada a objetos em 
Wiener & Pinson[37]. 
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2.1 Principais elementos da programa<_;ao orien-
tada a objetos 
2.1.1 Classe 
Segundo Pappas & Murray[22], classe e urn novo tipo de dado, definido 
pelo usuaxio, como os que existem pr&-definidos em compiladores de diversas 
linguagens de programa<;iio. Uma variavel de uma classe e chamada objeto 
e contera campos de dados e fun<;6es. Dessa forma, tira-se vantagem da 
estrutura<;iio de dados ern uma variavel e a propriedade de limitar o acesso 
a esses dados especfficos a fun<;6es propria~. Assim, as classes definem as 
propriedades e os atributos que descrevem as a<;6es de urn objeto, servindo 
como urn padriio para a cria<;iio de objetos, que tambem siio chamados de 
insUincias da classe. 
Os dados e fun<;6es de urna classe estiio localizados geralmente em urna 
area de acesso proibido para fun<;oes que sejam declaradas externamente a 
classe, denorninada area private (privada) ou ainda protected (protegida), 
conforrne o nfvel de acesso que se deseja empregar a classe. Urn dado (va-
riavel) ou urna fun<;iio podem ainda ser public (publico), isto e, podern ser 
acessados de qualquer parte do programa, porern sempre associados a urn 
objeto da classe a qual eles pertencem. 
Definir uma classe niio cria nenhum objeto, do mesmo modo que a existen-
cia do tipo int niio cria nenhurna variavel. A declara<;iio de uma classe co-
me<;a com a defini<;iio de uma estrutura de dados e fun<;oes na area protected, 
private ou ainda public. Entre as fun<;oes, geraJmente, encontram-se duas 
especiais: a fun<;iio construtora chamada automaticamente sempre que urn 
objeto do tipo da classe for declarado, e responsavel por inicializar as va-
riaveis do objeto (instancia), e a fun<;iio destrutora, chamada sempre que 
urn objeto alcan<;a o final do escopo em que foi declarado ou, ainda, quando 
a manuten<;iio do objeto ern memoria alocado dinamicarnente niio for mais 
necessaria. Costuma-se implementar as fun<;6es ( metodos) em arquivo sepa-
rado da sua declara<;iio, podendo-se implementa-lo no mesmo arquivo. Para 
o caso de desenvolver o codigo das fun<;oes em arquivos separados daqueles 
que contern as declara<;6es, associam-se os arquivos atraves de inclndes nos 
arquivos das declara~oes tambem charnados arquivos de cabe.;alho. 
Em C++ pode-se ainda implementar o codigo das fun<;oes na mesma 
linha da sua declara<;iio; nesse caso, segundo Weiskamp[36], ao encontrar 
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uma implementa~ao desse tipo, o compilador insere o corpo da fun~ao na 
sequencia de sua declara<;ao, o que torna desnecessaria a chamada de fun~ao 
pelo prograrna. Corn isso, nao ocorre o desperdfcio de tempo com a charnada 
da fun~ao - conhecido como "overhead", diminuindo o tempo total gasto para 
executar urn prograrna. 
2.1.2 Objetos 
A prograrna<;ao orientada por objetos e baseada na escrita de programas 
ern termos de objetos (coisas) que cornpoem o sistema. Como visto, um 
objeto representa urna entidade do mundo real que pode armazenar dados 
(variaveis-mernbros) e possui um conjunto especffico de opera<;oes (fun~oes­
mernbro) que sao realizadas nele, ou ainda, e urn conjunto de dados e proce-
dimentos para trabalhar corn esses dados. 
2.1.3 Mensagens 
Objetos s6 sao uteis quando associados a outros objetos para alcan<;ar urn 
resultado. A troca de informa<;oes entre objetos e feita atraves das mensa-
gens. A rnesrna mensagem pode ser enviada a objetos diferentes que devido 
a seus rnetodos pr6prios para tratamento dessa rnensagern podera responder 
de forma diferente, determinando urn comportarnento denominado polimor-
fisrno. 
Urna mensagem possui basicamente tres componentes: 
• objeto para receber a mensagem; 
• nome da opera~ao (metodo) a ser exeeutada pelo objeto; 
• parametro (argumento). 
2.1.4 Metodos 
Como mencionado anteriormente, ao declarar urna classe pode-se definir 
dados e fun~oes como private, protected ou public. A forma mais segura de 
se manipular os dados de urna classe e atraves de suas fun<;oes (rnetodos). 
Para que urn rnetodo possa estar disponfvel ern qualquer ponto do prograrna 
e necessa.rio que ele seja definido como public. Os rnetodos pr·ivate da classe, 
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por outro !ado, somente podem ser acessados utilizando-se os pr6prios meto-
dos da classe. Definindo-se metodos privados da classe, o programa podeni 
controlar os valores atribuidos aos pr6prios rnetodos da classe e a forma como 
eles sao utilizados. Existem ainda rnetodos com acesso protected que podem 
ser acessados pela classe a que pertence e tambem pelas classes derivadas da 
mesrna. 
2.2 Principais caracterfsticas da programac;ao 
orientada a objetos 
2.2.1 Encapsularnento 
0 encapsulamento refere-se a maneira como cada objeto e definido. Tipi-
camente, essa defini<;iio e parte de urna classe C++ e inclui urna descri<;iio da 
estrutura interna do objeto, ou seja uma descri<;iio de como ele se relaciona 
com outros objetos e a forma de prote<;iio que isola os detalhes funcionais 
do objeto em rela<;iio ao exterior da cla~se. Assim, a classe satisfaz aos re-
quisitos objeto-orientados para o encapsulamento, pois segundo Watson & 
Chan[35]: "Nao me interessa saber como e feito, sornente interessa-rne qv.e 
seja feito .. . ". Geralrnente a encapsula<;ao de dados possui basicarnente tres 
finalidades: 
• proteger os dados da exposi<;iio excessiva; 
• ocultar detalhes do armazenamento de dados; 
• facilitar a reutiliza<;iio do c6digo ern outro projeto. 
2.2.2 Heran<_;a 
A programa<;iio orientada a objetos oferece urna maneira de relacionar 
classes umas com as outras por meio de hierarquias. Pode-se dividir classes 
ern sub-classes, rnantendo-se o principia de que cada sub-classe herda as 
caracteristicas da classe da qual foi derivada. Uma classe origem e chamada 
classe-base e as classes que compartilham as caracteristicas de uma classe-
base e tern outras caracteristicas adicionais siio chamadas classes derivadas. 
Uma classe-basica representa os elementos comuns a urn grupo de classes 
derivadas. Uma classe que e derivada de uma classe-basica pode, por sua 
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vez, ser classe-basica de outra classe. 0 uso de classes derivadas aumenta a 
eficiencia da programa<;ao pelo fato de nao necessitar que se criem c6digos 
repetitivos. 
A uma biblioteca de fun<;oes nao se pode adicionar outras irnplementa<;oes 
a nao ser que ela seja reescrita ou que se possua sen c6digo-fonte para altera-
la e recornpila-la. 0 uso de urna biblioteca de classes oferece uma grande 
vantagern sobre o uso de uma biblioteca de fuilt;oes: naquela o programador 
pode criar classes derivadas a partir de classes-basicas da biblioteca. Assirn, 
sem alterar a classe-base, e possfvel adicionar a ela caracterfsticas diferentes 
que a tornarao capaz de executar o que se deterrnina. A facilidade com 
que classes existentes podern ser reutilizadas sem serern alteradas e urn dos 
rnaiores beneffcios oferecidos por linguagens orientadas a objetos. Com o 
uso da heran<;a pode-se incluir dados e metodos em urna classe derivada sern 
ter que alterar a classe original. Dessa forma, urn objeto pode herdar dados 
e rnetodos de urna classe, evitando a repeti<;ao de c6digo para tratar dois 
objetos de classes diferentes, porem sernelhantes. 
2.2.3 Polimorfismo 
0 sentido da palavra polirnorfismo1 provem do uso de urn unico nome 
para definir varias formas distintas. Ern C++ da-se o nome de polirnorfisrno 
a cria<;ao de urna famflia de fun<;oes que compartilham do rnesmo nome; mas 
cada urna tern um c6digo independente. 0 resultado da a<;ao de cada uma 
das fum;oes da familia e o mesmo. A rnaneira de atingir esse resultado e 
distinta. 
A linguagern C++ irnplernenta polirnorfismo utilizando fun<;oes virtuais. 
Uma fun<;ao virtual e uma fun<;ao-mernbro de urna classe que e projetada 
para trabalhar virtualrnente corn quaisquer rnembros da classe-basiea ou de-
rivada (de tipo ainda desconhecido). Pode-se pensar nurna fun<;ao virtual 
como sen do urna "fun<;ao varia vel", urna fun<;ao-rnembro da classe que e pro-
jetada para ser substituida mais tarde por urna fun<;ao-mernbro de uma classe 
derivada e ainda desconhecida. Muitas vezes tais fun<;oes nao fazem nada na 
classe basica; estao ali sornente para que possam ser referenciadas na classe 
basica e implernentadas posteriormente pelas classes derivadas. 
1 Poly significa rnuitos. Ja mor.fic signi:fica formas. Quando se cornbinarn os dois termos 
obtem-se muitas forrrms, ou seja, urn objeto polim6rfico e aquele capaz de possuir duas ou 
mais formas. 
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Com o uso das caracterfsticas acima descritas aplicadas a urn ambiente 
orientado a objetos, pode-se dizer que esse paradigma e bastante eficaz na 
cria<;ao de programas que serao facilmente rnodificados caso haja necessidade, 
visto que sao compostos por rotinas de simples reutiliza<;ao, servindo como 
plataforma de apoio para novos c6digos. 
Os problemas de elementos finitos aplicados ao estudo de estruturas re-
caem em procedimentos comuns aos diversos elementos que podern ser herda-
dos sem modifica<;ao pelos diversos objetos que incorporarn o problema. Esses 
comportarnentos semelhantes, porem com algumas diferem;as, podem herdar 
o rnesmo metodo para obter seu resultado; no entanto, possuem diferentes 
implementa<;oes de calculo. Assim, agiliza-se o trabalho dos programadores, 
que alern do tempo e da confiabilidade de nao incluir erros ern c6digo estavel, 
ganharn maior flexibilidade quando definem urna nova classe. 
Urn dos maio res desafios encontrados por quem trabalha corn progra-
rna<;ao orientada a objetos e o nfvel de abstra<;iio dado as classes basicas, 





Para solucionar problemas de mecanica do continuo utilizam-se wirios me-
todos de discretizac:;iio os quais envolvem aproximac:;oes. Dentre esses metodos 
de aproximac:;iio destaca-se o metoda dos elementos finitos, que consiste em 
transformar as equac:;oes diferenciais em equac:;oes algebricas, utilizando uma 
transformac:;iio simples para as variaseis incognitas. Esse metoda e ampla-
mente aplicado aos problemas de mecanica dos fluidos, mecanica dos s6lidos, 
podendo tambem ser aplicado a qualquer outro problema que se traduza na 
solu<;iio de urn conjunto de equac:;oes diferenciais. Dada a sua grande aplica-
bilidade nas ultirnas deeadas irnimeros softwares CAE foram desenvolvidos 
com base no metoda dos elementos finitos, seudo que a maior parte deles fa-
ram concebidos ern linguagens estruturadas como Pascal, C e J:<ortran. Dessa 
rnaneira, urn programa que poderia ser muito uti! niio e suficienternente ex-
plorado pais, dentre outros fatores, niio e receptivo a extensoes a outros 
problemas. 
Corn o uso de linguagens de prograrna<;iio seqtiencial, o desenvolvirnento 
de urn trabalho que inclua a elaborac:;iio de urn programa de computador 
pode causar urna serie de contraternpos, pais o simples fato de surgirem 
novas especificac:;oes no transcorrer do projeto causam enormes transtornos, 
pais tais modificac:;oes exigem uma readaptac:;iio a partir do infcio do programa 
incluindo muitas func:;oes e rotinas ja testadas, que acarreta urn dispendio de 
tempo par parte do programador incorrendo na possibilidade de introduzir 
novas erros em c6digos antes estaveis. 
No trato de elementos finitos, o c6digo criado pela metodologia de pro-
gramac:;iio sequencia! e estruturada dificilmente pode ser reutilizado para con-
tinuidade de prograrnas que almejam a soluc:;iio de urn problema, scm contar 
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com o aumento da complexidade do c6digo a ponto de dificultar a manu-
ten~ao deste. Ao contnirio da programa~ao seqUencia! e estruturada, o para-
digma de programa~ao orientada a objetos tern com uma de suas vantagens 
a fiexibilidade de reutiliza<;iio do c6digo, o que tern impulsionado o uso dessa 
nova metodologia, principalmente no desenvolvimento de grandes projetos 
de software para engenharia. 
Segundo Oden[l9], urn prograrna de elementos finitos padriio segue geral-
mente uma seqUencia de execu~ao de procedimentos que podern ser expressa 
nos seguintes passos: 
1. divisao do domfnio em sub-domfnios de elementos finitos; 
2. formula<;iio variacional do problema em questao; 
3. constru<;iio do modelo, defini<;iio dos coeficientes da equa<;iio diferencial, 
efetuando-se as contribui<;oes de cada elemento do dornfnio; 
4. aplicar;ao das condir;oes de contorno: deslocarnentos e esfon;os no caso 
da analise estrutural; 
5. solu<;ao do sistema linear de equ~oes algebricas para deterrninar, no 
caso desse trabalho, a solu<;iio aproximada de deslocamentos; 
6. p6s-processamento dos resultados para analise de esfor<;os na estrutura 
em estudo; 
3.1 Ambiente PZ 
Com o aumento do poder computacional evidenciado nos ultimos anos, 
o rnetodo dos elementos finitos tern ganhado a cada dia mais adeptos. A 
evolu~ao do metodo e not6ria, se considerarmos o numero de artigos sobre 
o assunto. Segundo Cook[lO], na decada de 60 forarn cerca de 200 artigos, 
7000 na decada de 70 e quase 20000 artigos ern meados da decada de 80. 
A vanc;os na capacidade de armazenamento de informac;oes em memoria e o 
aumento da velocidade dos processadores dos computadores pessoais contri-
buiram consideravelmente para o sucesso do metodo, tornando possfvel que 
problemas mais robustos, nunca antes respondidos pudessem ser analisados 
e melhor entendidos via metodo dos elementos finitos. 
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A plataforma PZ e urn arnbiente de prograrna<;iio cientffico, desenvolvido 
ern linguagern C++, destinado a resolw;ao de problemas de engenharia que 
possarn ser forrnulados como urn sistema de equag6es diferenciais parciais, 
como e o caso do Metoda dos Elementos Finitos. 
Segundo Devloo[12J, as classes do arnbiente PZ definem tipos inerentes 
de problemas de elementos finitos tais como malha, elernento, n6 e material. 
Tais classes irnplementam rnetodos para o tratamento dos dados como, por 
exemplo: aplicagao das condi<;6es de contorno, integragao numerica, manta-
gem dos coeficientes do sistema de equag6es, transforma<;iio de coordenadas, 
criagao do material, geragao de malhas, solu<;iio do sistema, etc. Com o arn-
biente PZ pode-se tirar vantagem da reutilizagao de seu c6digo e suas classes 
podern ser estendidas de modo a aumentar a abrangencia de um programa. 
E preciso salientar que diferente do que e feito classicamente, no arnbien-
te PZ faz-se uma separagao entre o que e malha geometrica e malha com-
putacional. Atraves dessa estrategia, trata-se a aproximagao da geornetria 
independente da aproximagao das grandezas ffsic&'i do problema. 
0 ambiente PZ, como na rnaioria dos ambientes de programa<;ao orientado 
a objetos, e organizado ern um conjunto de classes que o usmirio utiliza para o 
desenvolvimento de seus programas. Ao uswirio compete a montagem de urn 
c6digo principal responsavel pela criagiio dos objetos numa dada sequencia 
l6gica, que a principia define a malha geornetrica e a malha computacional, 
defini<;:ao do modelo de material a ser resolvido ( equagao diferencial) expresso 
em termos de coeficientes na matriz de rigidez, aplicagao d&'i condig6es de 
contorno e por firn, o processo com as classes de analise e posterior defini<;ao 
da safda de resultados. Segundo Devloo[12], o ambiente PZ foi idealizado e 
desenvolvido, com base no paradigma de programagao orientada a objetos, 
para que classes basicas abstrafssem o metoda dos elementos finitos de tal 
forma que pudessern ser divididos em cinco seg6es distintas: 
1. classes para a definigao da geornetria do problema; 
2. classes para a definigao do espa<;o de interpola<;ao; 
3. cl&'ises para a defini<;iio dos materiais ( equa<;ao diferencial) do pro-
blema e das condi<;6es de contorno; 
4. classes para organiza<;ao, controle, rnontagem da rnatriz e definic;:ao 
do tipo de arrnazenamento da matriz de rigidez com posterior 
solw;ao do sistema; 
5. classes para p6s-processarnento e visualiza<;ao dos resultados. 
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Nesse ambiente deve-se obedecer a urna dada sequencia de cria~iio dos 
objetos, de forma a extrair os recursos disponfveis adequadamente. A Figura 
3.1 ilustra a ordem de execU<;ao do algoritmo ern que o ambiente PZ foi 
elaborado. 
Definivilo da geometria 
:0 -. 
C_ Definiviio doespa9o de aproximaviio -----] 
l -Definis:ao da equavilo diferen~:=J·al 
' e condiyoes de contorno 
L ----1I-------~----
~--Definivilo do-;ipo de armaz~~agem, mon;~gcmj 
1 da matriz de rigidez e vetor de carga 
1..............-- - -- - . 
Figura 3.1: Algoritmo de cria~iio dos objetos no ambiente PZ. 
0 PZ foi concebido para disponibilizar diversas amilises. E possfvel dis-
cretizar urn rnesmo domfnio por elementos retangulares e triangulares. Esse 
arnbiente permite que sejarn usados diferentes rnateriais e graus para os po-
linomios de interpola<;iio para urn mesrno dornfnio, o que permite urna varie-
dade de analises muito abrangente, sem a necessidade de serem desenvolvidas 
versoes particulares para cada tipo de rnodelo. 
Para os problemas unidimensionais pode-se optar por uma discretiza<;iio 
por elementos geometricos lineares e quadraticos, corn urn mimero livre de 
graus de liberdade por n6. No caso de malhas bidimensionais, para dis-
cretiza<;iio do domfnio, existe implementado no PZ elementos triangulares 
e retangulares que podem ser representados geometricamente em sua forma 
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linear e quadratica, tambem com urn mimero livre de graus de liberdade por 
n6. No presente trabalho utilizaram-se seis graus de liberdade tanto para o 
elemento unidimensional de barra quanta para o elemento bidimensional de 
placa. 
3.1.1 Pre-processamento 
0 ambiente PZ possui classes especialmente projetadas para o tratamen-
to do pre processamento de dados, no qual se insere dados como: nume-
rac;ao dos n6s, coordenadas dos n6s, conectividade dos elementos, tipo de 
materials e as condic;oes de contorno naturals e essenciais existentes. Para 
o pre-processamento encontra-se implementado no ambiente a classe TMo-
dulef para leitura de arquivos com descric;oes de urn modelo gerado pelo 
programa Modulef[30]. Durante o desenvolvimento da presente dissertac;ao 
foram desenvolvidas a classe TGengrid para a cria<;ao de malhas retangu-
lares e a classe TAnsys2pz. A Figura 3.2 ilustra a hierarquia de classes do 
pre-processamento. 
TDatafile 
Figura 3.2: Hierarquia das classes que definem o pre processamento. 
Com vistas a aumentar a interatividade com o usuario, a classe TAn-
sys2pz converte arquivos de dados gerados no software Ansys release 5.2 
para o formato de leitura do PZ. Inicialmente, monta-se a geometria da es-
trutura, a conectividade dos elementos e as respectivas condic;oes de contorno 
do problema no Ansys, e a seguir processam-se tais dados no ambiente PZ. 
Da forma como foram implementadas, as classes do pre-processamento 
leem os arquivos de relat6rios gerados no Ansys, e atraves de polimorfismo 
(fungoes virtual) aplicado aos metodos da classe de leitura de materials, o 
PZ reconhece automaticamente as informa<;oes adequadas desses materials 
uni e bidimensionais, que sao inseridos no programa. 
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3.1.2 P6s-processamento 
A estrutura de classes responsaveis pelo p6s-processamento conta corn 
diversos metodos que geram formatos para visualizac:;iio em softwares como: 
MView com a classe TMVGrafGrid, View3D que utiliza a classe TV3DGrafGr-id 
e ainda o Data Explorer atraves da classe TDXGrafGrid. Essas classes siio 
derivadas da classe TGrafGrid, uma classe basica abstrata que implementa 
metodos e incorpora as necessidades basicas para uma classe que objetiva o 
p6s-processamento. A Figura 3.3 define a hierarquia das classes utilizadas 
para o p6s-processarnento. 
TGrafGrid 
Figura 3.3: Hierarquia das classes que definem o p6s processamento. 
As classes do ambiente PZ responsaveis pela gera<;iio de arquivos de en-
trada para prograrnas de visualizac:;iio cientifica estiio preparadas para gerar 
tais arquivos, tanto para dados escalares quanto para dados vetoriais. Com 
isso, e possivel visualizar a solw;iio com o uso de gradientes e outras ferra-
mentas associadas aos resultados, o que possibilita uma visualiza<;iio rica e 
elaborada. 
3.1.3 Classes que definem a aproximac;;iio da geometria 
0 dorninio de uma equa<;iio diferencial pode ser discretizado por elemen-
tos finitos, no qual cada elemento define urn espa<;o parametrizado uni, bi e 
tridimensional. 0 mapeamento do dominio pode ser definido por fun<;oes de 
interpolac:;iio lagrangeanas lineares e quadraticas. Para representar a apro-
xirna<;iio da geornetria desse dorninio por elementos finitos, o arnbiente PZ 
utiliza-se das seguintes classes: 
• TGeoGrid : malha geornetrica; 
• TGeoNod : n6 geornetrico; 
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• TGeoEl : elemento geometrico; 
• TCosys : sistema de coordenadas. 
Tal parametriza<;iio e realizada entre urn mapeamento da eonfiguragiio do 
domfnio (deformada) e a configura<;iio de urn elemento mestre, como mostra 
a Figura 3.4. 
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Figura 3.4: Representa<;iio do mapeamento do elemento mestre para o elemento 
deformado. 
Para tratamento das condi<;oes de contorno foi desenvolvida uma estru-
tura chamada TGeoNodBc aplicada a n6s geometricos. A principal classe 
da aproxima<;iio geometrica e a classe TGeoGrid que possui listas de pontei-




A classe TGeoGrid e responsavel pelo controle dos n6s e elementos que 
definem a geometria do domfnio da equa<;ao diferencial. A classe TGeoGrid 
disponibiliza ao usuario acesso a: 
• lista de n6s geometricos; 
• lista de elementos geometricos; 
• lista de n6s no contorno do domfnio; 
• lista de elementos no contorno do domfnio; 
• metodos para identifica<;ao da vizinhanc;a entre elementos. 
Para garantir performance e melhorar o controle de acesso aos dados, 
estes foram armazenados em arvores binarias do tipo TVoidPtrMap da GNU 
C++ Library[l6], incorporando-se, assirn, os rnetodos pertencentes a essa 
biblioteca ao ambiente PZ. 
Principais variaveis-mernbro 
• char £Checked 
Verdadeiro se todos os n6s estao definidos. 
• char fNarne[64] 
Armazena o nome da rnalha geometrica. 
• int fNDim 
Armazena a dimensao do problema ern estudo. 
• static TGeoGrid *gCurrent 
C6pia unica na mem6ria, determina qual e a rnalha geometrica 
corrente para problemas com mais de uma rnalha. 
• TVoidPtrMap .fNodeMap 
Lista de ponteiros para n6s do tipo TGeoGrid. 
• TVoidPtrMap fElernentMap 
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Lista de ponteiros para elementos do tipo TGeoGrid. 
• TVoidPt.rMap fNodBndCondMap 
Lista de ponteiros para n6s com condi~6es de contorno. 
• TVoidPtrMap fE!BndCondMap 
Lista de ponteiros para elementos com condi<;ao de contorno. 
Principais func;oes-membro 
• int NumNodes() 
Retorna o mimero de n6s da rnalha. 
• int NumElem() 
Retorna o mimero de elementos da malha. 
• TGeoGrid(int nd = 3) 
Construtor da classe, possui como parametro a dimensao da to-
pologia da malha; nesse caso o default e tres dimens6es. 
• TGeoGrid(TGeoGrid &gr) 
Construtor de c6pia, no qual constr6i-se o objeto corrente com 
todos os dados de gr. 
• TVoidPtrMap &NodeMap() 
Retorna uma referencia para uma lista de n6s geometricos (TGeo-
Nod). 
• TVoidPtrMap &ElementMap() 
Retorna uma referencia para uma lista de elementos geometricos 
(TGeoEl). 
• TVoidPtrMap &NodeBcMap() 
Retorna uma referencia para urna lista de n6s geometricos com 
condi~iio de contorno. 
• TVoidPtrMap &ElementBcMap() 
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Retorna uma referencia para uma lista de elementos geometricos 
com condi<;iio de contorno. 
• TGeoNod *FindNode(long nid) 
Retorna urn ponteiro para urn objeto do tipo TGeoNod, este ob-
jeto representa o n6 geometrico cujo Id seja igual a nid. Retorna 
NULL se o n6 niio for encontrado. 
• TGeoEl *FindElem(long elid) 
Retorna urn ponteiro para urn objeto do tipo TGeoEl, o qual 
objeto representa o elemento geometrico cujo Id seja igual a elid. 
Retorna NULL se o elemento niio for encontrado. 
• TCosys *FindCosys(long cosysid) 
Retorna urn ponteiro para o objeto do tipo TGeoEl, o qual sis-
tema representa o sistema de coordenadas cujo Id seja igual a 
cosysid. Retorna NULL se o sistema de coordenadas niio for en-
contrado. 
• void BuildConnectivity() 
Constr6i e verifica a conectividade dos elementos na malha, res-
ponsavel por inicializar a informa<;iio de conectividade dentro da 
malha. 
• void GetBoundaryElements(int NodFrom,int NodTo,VoidPtrVec 
&Element Vee, Tint Vee &sides) 
Retorna no vetor de ponteiros Element Vee, ponteiros para os ele-
mentos no contorno do domfnio, localizados entre os n6s NodFrom 
e Nod To contados no sentido anti-hora.rio e a varia vel sides e pre-




A classe TGeoEl trata-se de urna classe abstrata que possui rnetodos 
para rnanipulagao dos elementos geornetricos. Define o mapeamento entre o 
elemento deformado eo elemento mestre. Seus metodos sao responsaveis pelo 
calculo do Jacobiano, identificagiio do vizinho do elemento, identifica<;ao do 
mimero de referencia da condigao de contorno e tambem do material, divisiio 
do elemento em sub-elementos e criagiio do elemento computacional a partir 
do elemento geometrico. 
As classes TGeoElld, TGeoElQ2d e TGeoElT2d implementam os ele-
mentos geometricos unidimensional, quadrilatero bidimensional e triangular 
bidimensional, respectivamente. Esses elementos sao implementados na sua 
forma linear e quadratica viabilizando a discretizagao de domfnios em geo-
metrias diversBc9. 
Os elementos no ambiente PZ sao derivados da classe basica TGeoEl e 
podem ser ilustrados conforme Figura 3.5. 
TGeoEI 
TGeoEIQ2d 
Figura 3.5: Hierarquias das classes que definem os elementos geometricos do PZ 
Principais variliveis-membro 
• long fld 
N umero de identificagao do elemento. 
• int fNumNodes 
Numero de nos no elemento. 
• long fMatindex 
N umero de identificagiio do material. 
• int fN urnS ides 
Numero de arestas do elemento. 
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• TGeoGrid *fGrid 
Ponteiro para a malha a que o objeto corrente pertence. 
• TCompEI *£Reference 
Ponteiro para urn elemento computacional criado segundo o ele-
mento geometrico corrente. 
• LongVec fSide 
Vetor de identifica<;iio do lado que os elementos vizinhos se co-
nectam no elemento corrente. 
• VoidPtrVec fNodep 
Vetor de ponteiros que apontam para os n6s que compoe urn 
elemento. 
• VoidPtrVec £Connect 
Vetor de ponteiros que apontam para elementos vizinhos conec-
tados ao elemento corrente. 
Principais fum;oes-membro 
• TGeoEl(long Id) 
Construtor que possui como argumento o mimero de identifica<;iio 
do elernento(Id). As variaveis sao inicializadas com zero e os 
ponteiros apontarn para NULL. 
• TGeoEl(TGeoEl &el) 
Construtor de c6pia. Cria-se o elemento com as mesmas infor-
mac;oes de eL 
• TGeoGrid *Grid() 
Metodo que retorna urn ponteiro para a malha que o elemento 
pertence. 
• void SetGrid(TGeoGrid *gr) 
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Mostra ao elemento corrente que ele pertence a malha apontada 
por gr. 
• long Id() 
Retorna o Id do elemento. 
• int NumberOfNodes() 
Retorna o mimero de n6s do elernento. 
• long MaterialNumber() 
Retorna o n\lmero de identifica<;iio do material do elernento cor-
rente. 
• TCompEl *Reference() 
Retorna urn ponteiro para o elemento computacional que o ele-
rnento corrente esta apontando. 
• virtual TCornpEl *CreateCornpEl() 
Cria urn elemento computacional baseado no elernento geornetrico 
corrente. 
• short NurnSides() 
Retorna o n\lrnero de !ados do elernento. 
• virtual TGeoNod *SideNode(int side, int node) = 0 
Retorna urn ponteiro ao n6 node do !ado side do elernento. 
• TGeoEl *Neighbour(short is) 
Retorna urn ponteiro para o elernento vizinho que esta conectado 
no !ado is do elernento corrente. 
• Be( short side) 
R.etorna o mirnero de identifica<;iio da condi<;iio de contorno do 
!ado side. 
• void Shape( double x, int n, TFMatrix &phi, TFMatrix &dphi) 
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Calcula n fun<;oes de forma no ponto x. A seguir o valor da fun<;iio 
e retornado em phi e de sua derivada em dphi. As fun<;oes utiliza-
das no mapeamento da geometria pelo ambiente PZ sao fun<;oes 
lagrangeanas lineares e quadnitic&'l unidimensionais, como pode 
ser exemplificado em (3.1) e (3.2). 
Para n = 2: 
phi= 








phi = 1-e 
<(€~ 1) [ ~- ~ l dphi = -2~ '+l s 2 
(3. 1) 
(3.2) 
• virtual void Jacobian(DoubleAVec &fi, TFMatrix &jacobian, TFMa-
trix &axes) 
Retorna em jacobian o calculo do jacobiano no ponto definido por 
fi, representado no sistema global de coordenadas por axes. 
• virtual void X(DoubleAVec &coord, DoubleAVec &result) 
Disponibiliza as coordenadas do ponto coord no elemento rnestre 
e retorna este corn o valor correspondente d&s coordenadas globais 
( domfnio deformado) em result. 
Classe TGeoNod 
A classe TGeoNod armazena as coordenadas de um n6 no espa<;o tridi-
mensional e e responsavel pela representa<;ao do n6 geometrico da malha. 
Tarnb(lm armazena o sistema de coordenadas utilizado para representar o 
ponto, dado em suas coordenadas globais. 
Principais variaveis-membro 
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• char fDefined 
Indica se a malha foi verificada ou nao. 
• long fid 
Identifica<;ao do n6. 
• double fCoord[3] 
Vetor que armazena as coordenadas dos n6s, limitado a tres di-
mensoes. 
• TCosys *fSys 
Retorna urn ponteiro para sistema de coordenadas corTente. 
• TDofNod *fDofNod 
Retorna urn ponteiro para urn objeto do tipo TDofNod, responsa-
vel pela gerencia dos graus de liberdade do n6. 
Principais fum:;oes-membro 
• TGeoNod(long id, int d=3, double *xp=NULL, TCosys *ref=NULL) 
Construtor da classe que possui como argumentos o nurnero de 
identifica<;ao do n6, o mirnero que define a dimensao, o ponteiro xp 
que representa as coordenadas segundo o sistema global e ainda 
o ponteiro ref indicando o sistema de coordenadas adotado para 
o n6. 
• TGeoNod(TGeoNod &gn) 
Construtor de c6pia. Cria o objeto corrente com os dados de gn. 
• void Set Coord( double *x, int d=3) 
Atualiza as coordenadas para os valores ern x. 
• void SetReference(TDofNod *dofn) 
Indica ao n6 corrente que o n6 cornputacional referente e dofn, 
dispoe informa<;6es dos graus de liberdade de urn n6 geom6trico. 
• void SetCosys(TCosys *cos) 
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Troca o sistema de coordenadas para o apontado por cos. 
• TDofNod *Reference() 
Retorna urn ponteiro para o n6 cornputacional. 
Classe TCosys 
A classe TCosys define os rnetodos e trata dados referentes ao sistema de 
coordenadas. E urna classe basica e abstrata de onde sao derivadas TCart-
sys, TCylinsys, TEsfersys que tratarn coordenadas cartesianas, cilfndricas e 
esfericas, respectivamente. Dessa forma, disponibilizam-se diferentes tipos 




Figura 3.6: Hierarquia das classes que definern os sistemas de coordenadas. 
Principais varhiveis-membro 
• int fN umber 
Identifica<;iio do sistema de coordenadas. 
• float f0rigin[3] 
Vetor que arrnazena a origem do sistema de coordenadas, expresso 
em sistema de coordenadas cartesian&~. 
• TCosys *fReference 
Ponteiro para o sistema de coordenadas. 
30 
• float ITr[3][3] 
Armazena os vetores unitarios expressos em coordenadas carte-
sianas. Relativos ao sistema de coordenadas de referencia. 
Principais fum;oes-rnernbro 
• TCosys(int num, TCosys *ref=NULL, float *org=NULL) 
Construtor da classe, onde num e a identifica.;;ao do sistema, ref 
e a referencia do sistema e org e a origem do sistema. 
• virtual int Type() 
Retorna o tipo do sistema de coordenadas corrente. 
• void SetReference(TCosys *co, float *org=NULL) 
Atualiza o sistema de referencia para co e a origem para org. Este 
ultimo expresso no sistema de coordenadas corrente. 
• void SetAxes(FloatAVec &x, FloatAVec &z) 
Define o eixo y normal a x e z. 
• void ToReference(float point[3]) 
Altera point do sistema corrente para o sistema de referencia. 
• void FromReference(float point[3]) 
Altera point do sistema de referencia para o sistema corrente. 
• void ToGlobal(float point[3]) 
Altera point do sistema corrente para o sistema global. 
• void FromGlobal(float point[3]) 
Altera point do sistema global para o sistema corrente. 
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Classe TGeoNodBc 
A classe TGeoNodBc e responsavel por definir a condi~ao de contorno 
aplicada a urn no geornetrico. Este objeto e declarado como uma stmct, 
assim torna-se acessfvel de qualquer parte do codigo. Em sua estrutura pus-
sui declarado urn ponteiro para TGeoNod, para aplica~ao de condigoes de 
contorno ern nos geornetricos. 
Principais vari<iveis 
• TGeoNod *fNod 
No geornetrico da condi<;ao de contorno. 
• int fld 
Nurnero de identifica<;ao da condi<;ao de contorno. 
Principais fungoes 
• TGeoNodBc(TGeoNod *nodin, int nurnberin) 
Atribui a fNod o endere<;o de nodin e a fld o valor de nurnberin. 
3.1.4 Classes que definem o espa<:;o de aproxima~:;ao 
A complexidade do rnodelo rnaternatico que representa o cornportarnento 
de rnuitos problemas de engenharia levou ao desenvolvirnento de rnetodos 
aproxirnados para sua solw;ao. Dentre esses rnetodos destacam-se Rayleigh-
Ritz e Ga.lerkin, que rnais tarde deram origem ao metodo dos elementos 
finitos. A distin<;ao entre o rnetodo dos elementos finitos e esses rnetodos 
aproxirnados esta na forma sistematica com que o rnetodo dos elementos fi-
nitos define as fun<;oes de interpolagao. No arnbiente PZ o espago de fungoes 
de aproxirna<;ao e definido com base ern polinomios ortogonais, o que carac-
teriza a efetiva dissociagao das fun<;oes de interpolagao com as fungoes de 
rnapearnento da geornetria. Assirn, alem do conceito de rnalha geornetrica, 
o conceito de malha cornputacional cornposta por elementos cornputacionais 
e nos cornputacionais e introduzido para o calculo de elementos finitos. A 
cada elernento cornputacional associa-se urn elernento geornetrico, este ultimo 
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usado para calcular o mapeamento entre o elemento deformado e o elemento 
mestre. 
0 elemento computacional calcula as fun<;oes de forma e suas derivadas 
nos pontos de integra<;ao. Dessa forma, o elemento computacional utiliza 
informagoes, como ilustra a Figura 3.7, do elemento geornetrico associado 
para calcular a matriz de rigidez do elemento. 
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Figura 3. 7: Caracterizaqiio de urn problema de elementos finitos no ambiente PZ. 
Classe TCompGrid 
A classe TCompGrid e responsavel pelo controle dos n6s e elementos 
computacionais, materiais e condi<;oes de contorno. Sao implementadas nessa 
classe outros metodos para: 
• calcular a largura da banda do sistema de equa<;oes; 
• calcular o numero de equaqoes do modelo; 
• renumera<;ao dos n6s segundo o algoritmo de Cuthill-Mckee; 
• montar o sistema de equa<;oes globais e vetor de carga; 
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• carregar urn vetor de solugiio nos graus de liberdade. A malha computa-
cional esta associada a uma unica malha geometrica, contudo uma ma-
lha geometrica pode relacionar-se com diversas malhas computacionais; 
assim, a adaptatividade do tipo h pode ser implementada utilizando-se 
uma malha geometrica e varias malhas computacionais. 
Principais variaveis-membro 
• static TCompGrid *gCurrent 
Para problemas com mais do que uma malha computacional; de-
fine qual malha e a corrente. 
• TGeoGrid *!Reference 
Retorna urn ponteiro para a malha geometrica a qual a malha 
computacional se refere. 
• TVoidPtrMap fNodeMap 
Lista de ponteiros para nos. 
• TVoidPtrMap fElementMap 
Lista de ponteiros para elementos. 
• TVoidPtrMap fMaterialMap 
Lista de ponteiros para materiais. 
• TVoidPtrMap fBndCondMap 
Lista de ponteiros para as condigoes de contorno. 
• TVoidPtrMap fNodBndCondMap 
Lista de ponteiros para n6s com condigoes de contorno associadas. 
• TVoidPtrMap fElBndCondMap 




• TCompGrid(TGeoGrid *gr) 
Construtor da classe e possui como argumento uma malha geome-
trica, utilizada como base para a constrU<;ao da malha computa-
cional. 
• TCompGrid(TCompGrid &gr) 
Construtor de c6pia, onde &'l informa<;oes corrente sao inicializa-
dos corn os dados de gr. 
• int NumNode() 
Retorna o mimero de n6s da rnalha. 
• int NumEiem() 
Retorna o mirnero de elementos da malha. 
• int NumMat() 
Retorna o mimero de materiais da malha. 
• int NurnBc() 
Retorna a quantidade de condi<>oes de contorno na rnalha. 
• int NurnEIBc() 
Retorna o rnimero de elementos com condi<;oes de contorno asso-
ciados a eles. 
• int NumNodBc() 
Retorna o mimero de n6s com condi<;oes de contorno associados 
a eles. 
• TVoidPtrMap &NodeMap() 
Retorna uma referencia para os n6s geometricos. 
• TVoidPtrMap &ElementMap() 
Retorna uma referenda para uma lista de elementos geometricos. 
• TVoidPtrMap &NodeBcMap() 
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Retorna uma referenda para uma lista de n6s geometricos que 
possuem condi<:;iio de contorno associados. 
• TVoidPtrMap &ElementBcMap() 
Retorna uma referenda para uma lista de elementos geometricos 
que possuem condi<;iio de contorno assodados. 
• TVoidPtrMap &MaterialMap() 
Retorna uma referenda para uma lista materiais. 
• TVoidPtrMap &BndCondMap() 
Retorna uma referenda para uma lista de condic;oes de contorno. 
• TDofNod *FindNode(long nid) 
Retorna urn ponteiro para o n6 computacional, cujo mimero de 
identificac;iio e igual a nid. Retorna NULL caso o n6 niio seja 
encontrado. 
• TMaterial *FindMaterial(long matid) 
Retorna urn ponteiro para o material, cujo numero de identifi-
cac;iio e igual a matid. 
• TCompEI *FindElement(long elid) 
Retorna urn ponteiro para o elemento computacional, cujo nume-
ro de identificac;iio e igual a elid. 
• void ComputeNodeSequence(long Elernentld) 
Renurnera os n6s segundo o algoritrno de Cuthill-Mckee, iniciando 
pelo elemento cuja identifica<;iio e dada por Elernentld. 
• long NumEquations() 
Retorna o numero de equac;oes do sistema global. 
• long BandWidth() 
Retorna a largura da banda do sistema gerado. 
• void Assemble(TB!ock &block, TMatrix &rhs) 
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Manta a matriz de rigidez na matriz referenciada por block e o 
vetor de carga em rhs. 
Classe TCompEI 
A classe basica e abstrata TCompEl define o comportamento que o ele-
mento computacional deve ter para enquadrar-se no ambiente PZ. As classes 
TCompEll d e TCompEl2d, caracterizadas por tratarem dos elementos com-
putacionais unidimensional e bidimensional, sao derivadas da classe TCom-
pEl. 
Sao as classes TCompElT2d e TCompElQ2d, que irnplernentarn o corn-
portarnento para elementos computacionais bidimensionais triangulares e re-
tangulares, respectivamente. Por lim, a classe TElBiot2d e derivada da classe 
TCompElQ2d destinada a irnplementar o problema de Biot para arnbiente. 
A classe TCompEl foi projetada corn o prop6sito de ser urna claBse abstra-
ta, onde alguns de seus metodos sao elaborados nas classes derivadas, dado o 
nfvel de abstra~ao explorado. Assim, a classe engloba muitas tarefas dentre 
as quais destacam-se: 
• defini~ao da ordem de interpola~ao; 
• defini~ao da regra de integra~ao para o elemento; 
• calculo de fun~oes de forma; 
• aplica~ao das condi~oes de contorno na matriz de rigidez; 
• calculo da matriz de rigidez do elemento; 
• calculo do erro dada pela aproxima<;ao. 
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Figura 3.8: Hierarquia das classes que definem os elementos computacionais no 
ambiente PZ. 
Na Figura 3.8 observa-se a associru;ao entre as classes que caracterizarn 
os elementos computacionais. 
Principais variaveis-membro 
• long fld 
Numero de identificagao do elemento computacional. 
• TCompGrid *fCGrid 
Ponteiro para a malha computacional a qual o objeto corrente 
pertence. 
• TGeoEl *tReference 
Elemento geometrico com referenda para o elemento computa-
cional cor-rente. 
Principais fum;oes-membro 
• TCompEl(int dim) 
Contrutor da classe, onde o elemento computacional e criado com 
os dados sem valores iniciais e dimensao dim. 
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• TCompEl(TCompEl &el) 
Construtor de c6pia, o elemento corrente e criado com os dados 
de el. 
• TCompGrid *Grid() 
Retorna urn ponteiro para a malha computacional a qual o ele-
mento pertence. 
• long Id() 
Retorna o mimero de identifica~ao do elemento. 
• TGeoEl *Reference() 
Retorna urn ponteiro para urn elemento geometrico referenciado 
pelo elemento computacional. 
• virtual void long MaterialNumber() 
Retorna o fndice do material do objeto corrente. 
• virtual TDofNod *SideNode(short is) 
Retorna urn ponteiro para o n6 situado no !ado is. 
• TCompEl *Connect(short iside) 
Retorna urn ponteiro para o elemento computacional vizinho ao 
!ado side do elernento corrente. 
• virtual void SetinterpolationOrder(ShortAVec &ord) 
Retorna a ordem do polinomio de interpolac:;ao utilizado para o 
calculo da aproximac:;ao. 
• void Chebyshev( double x, int num, TFMatrix &phi, TFMatrix &dphi, 
long *id) 
Calcula nurn func:;oes de forma unidimensionais no ponto x e re-
tornando em phi e dphi os valores das func:;oes de forma e de sua 
derivada, respectivamente. 
• virtual void Shape( double x, int num, TMatrix &phi, TMatrix &dphi) 
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Para o ponto x, retorna o valor de n fun<;oes de forma e suas 
derivadas ern phi e dphi, respectivarnente. Essas sao as fuw;;oes 
de forma utilizadas na aproxirna<;iio nurnerica do problema. No 
arnbiente PZ faz-se uso das fun<;oes hierarquicas de Chebyshev. 
Nos capftulos que seguern, estas fungoes seriio identificadas por 
N;. 
• virtual void ApplyBc(TE!ementMatrix &ek, TE!ementMatrix &ef, TBnd-
Cond &be, int !ado) 
Aplica<;iio das condi<;oes de contorno na matriz de rigidez ek e 
vetor de cargas ef, sendo tais condi<;oes de contorno dados por 
be. 
• virtual void CalcStiff(TE!ementMatrix &ek, TE!ement &ef) 
Calcula a rnatriz de rigidez e vetor de cargas local do elemento 
em ek e ef, respectivamente. 
• virtual void Solution(DoubleAVec &qsi, int var, DoubleAVec &sol, int 
&nurnvar) 
Retorna o valor da solu<;iio do sistema no vetor sol. 
Classe TDofNod 
A classe TDofNod e responsavel pelo gerenciamento dos dados relaciona-
dos com o n6 computacional. Consiste de metodos para identificar o mirnero 
da equa<;iio associada ao grau de liberdade, o mimero de elementos conectados 
ao n6, a solu<;iio do sistema, etc. 
Principais variaveis-membro 
• long fNodld 
Variavel que define o mimero de identifica<;iio do n6. 
• TGeoNod *£Reference 
Ponteiro para urn n6 geometrico do tipo TGeoNod. 
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• DoubleAVec fVar 
Vctor que armazena as variaveis dos graus de liberdade. 
• int fNumE!Con 
Variavel que define o mimero de elementos conectados ao no com-
putacional corrente. 
• static long gNodeCounter 
Contador estatico com o objetivo de criar um mimero de identi-
ficagiio unico para 0 no. 
Principais func;oes-membro 
• TDofNod(int ndof, TGeoNod *ref=NULL) 
Construtor da classe, onde ndof e o nurnero de graus de liberdade 
do no e ref e dado pelo no geornetrico associado. 
• int NDof() 
Retorna 0 mimero de graus de liberdaded do no Corrente. 
• void SetNDof( short newsize) 
Altera o numero de graus de liberdade associados ao no. 
• void SetVal(int i, double x) 
Atualiza a variavel i com o valor x. 
• TGeoNod *Reference() 
Retorna urn ponteiro para 0 no geometrico que 0 objeto Corrente 
esta associado. 
• int NumE!Con() 
Retorna o nurnero de elementos conectados ao no. 
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Classe TDofNodBc 
A classe TDofNodBc e responsavel pelo controle e a aplica.;ao das con-
di.;oes de contorno nos graus de liberdade dos n6s computacionais. Essas 
condi.;oes de contorno podem ser essenciais e naturals, tambem conhecidas 
por Dirichlet e Newmman. Existe ainda a condi<;iio mista onde associa-se 
condic;oes naturais e essenciais aos graus de liberdade de urn n6. Defini-
do como uma struct, suas variaveis estao disponfveis de qualquer parte do 
programa e para qualquer classe que necessite tais dados. 
Principais vari<iveis 
• TDofNod *fNod 
Ponteiro para urn n6 que possui condi<;ao de contorno associada. 
• TBndCond *fBc 
Ponteiro para a condi<;iio de contorno. 
Principais func;oes 
• TDofNodBc(TDofNod *nod, TBndCond *be) 
Construtor da classe. Inicializa urn objeto com fNod =node fBc 
=be. 
3.1.5 Classes que definem os materiais e condi~:;oes de 
contorno 
A equa<;ao diferencial que expressa os fenomenos ffsicos que ocorrem com 
os materiais, e transformada no que se convenciona a chamar de formulac;ao 
variacional do problema. Essas formulac;oes sao expressa..~ por integrais de 
fum;oes cujos argumontos sao valores das fun<;oes de forma e de suas de-
rivada..~, que representam a solu<;iio aproximada das mencionadas equac;oes 
diferenciais. A classe basica e abstrata que implementa essas caracterfsticas 
e a classe TMa.terial. Nas classes derivadas de TMaterial sao manipulados 
os coeficientes dos materiais especfficos que representam o comportamento 
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de urn dado material. Assim, corn o auxflio da representa<;ao rnatricial, re-
solver estas forrnula<;oes para tais coeficientes corresponde a solucionar urn 
problema de analise cornputacional ern engenharia. 
Classe TMaterial 
A classe basica TM at erial tern por fun<;ao rnontar e calcular a contribui<;ao 
de urn elernento na matriz de rigidez e no vetor de cargas. Presupondo que 
em urn problema esteja envolvido materiais de dimensoes distintas, foram 
implementados metodos que verificam se o objeto pertence a uma classe 
derivada apropriada. Dessa maneira, TMatldLin e TMat2dLin sao classes 
derivadas de TMaterial, encarregadas de trabalhar com materiais de uma e 
duas dimensoes, respectivamente. 
Para analisar o problema do material de barra elastica linear pela hip6tese 
de Timoshenko, implementou-se no presente trabalho a classe TTimoshenko, 
derivada de TMatldlin. 
Para a analise do problema do material de placa corn a hip6tese de 
Reissner-Mindlin, implementou-se a classe TPlateReissner, derivada de TMat2dLin. 
Ressalta-se que a classe TMa.t2dLin serve ainda como classe basica para 
outras classes de materiais como: TMatBiot, TPMat. 
A Figura 3.9 ilustra a distribui<;ao das classes responsaveis pelo trata-
mento dos dados e metodos referentes aos materiais no ambiente PZ. 
I TMaterial I 
r 
I TMatldLin I I TMat2dLin \ 
I TTimoshenko I I TPiate~eissnerl\ TMatBiot ~~ 




• long fld 
Variavel que armazena o mimero de identifica;;ao do materiaL 
Principais fun.;oes-membro 
• TMaterial(long id) 
Construtor da classe, onde o argumento id e o valor de iniciali-
za~ao de fld. 
• TMaterial(TMaterial nn) 
Construtor de c6pia. Cria o objeto corrente com os dados de nn. 
• virtual char *Name() 
Retorna o nome da classe derivada da qual Name() esta sendo 
referenciada. 
• virtual TBndCond *CreateBc(long id, int typ, TFMatrix vall, TFMa-
trix val2) 
Cria um objeto da classe TBndCond corn o n(Jmero de identi-
ficac;ao igual a id, corn a condic;ao de contorno typ e os valores 
das condic;oes de contorno expressos ern vall (Dirichlet) e val2 
(Neumrnan), respectivamente. 
• virtual short DerivedFrorn(char *Name) 
Retorna 1 caso a classe seja derivada ou igual a classe armazenada 
ern Name. 
• long Id() 
Retorna o mimero de identificac;ao do materiaL 
• virtual short NumberOfFluxes() 
Retorna o mimero de informa<;6es que se deseja para urn dado 
p6s processamento. Por exemplo, no problema de viga deseja-se 
analisar rnomentos fietores e esfor<;os cortantes, logo o mimero de 
fiuxos e dois. 
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• virtual short NumVariables() 
Retorna o mimero de variaveis de estado. Para o presente estudo, 
no caso de vigas tridimensionais considera-se tres deslocamentos 
e tres rota<;6es. 
• virtual void SetForcingFunction(void (*fp)(DoubleAVec Joe, DoubleA-
Vec result)) 
Define urn vetor de carga em forma de fun<;iio. 
• virtual int Variableindex( char *name) 
Retorna o fndice da variavel com nome name. 
• virtual void Print( ostream out=cout) 
Imprirne os dados do material na safda definida por out. 
• virtual void Solution(TFMatrix Sol, TFMatrix DSol, int var, DoubleA-
Vec Solout, int nurnvar) 
Retorna a solw;iio associ ada a var, definido os val ores de est ado 
e suas derivadas ern Sol e DSol. 
Classe TBndCond 
A classe TBndCond apenas arrnazena os dados utilizados por objetos 
do tipo TMaterial para posterior apliaca<;iio dos rnesrnos. Para viabilizar a 
cornpatibilidade corn o objeto TMaterial, a classe TBndCond torna acessfvel 
apenas objetos do tipo TMaterial. Isto 6 possfvel pois a classe TBndCond 
declara as classes de materiais como amigas ("friend") da classe TBndCond, o 
que possi bilita o acesso das classes de materiais aos dados e metodos privados 
de TBndCond. Com isso, as declara<;6es abaixo tornam as variaveis-membro 
de TBndCond acessfveis as classes do tipo TMaterial. 
• friend class TMatldLin 
• friend class TMat2dLin 
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• friend class TMatBiot 
• friend class TPMat 
• friend class TEl&'lticity 
• friend class TTimoshenko 
• friend class TPiateReissner 
Principais variaveis-membro 
• long £Number 
N umero de identifica<;iio da condi<;iio de contorno. 
• int fType 
Tipo da condi<;iio de contorno (Dirichlet, Neumman e Mista). 
• TFMatrix fBcVall 
Matriz que armazena os valores da condi<;iio de contorno essencial 
(Dirichlet) a ser aplicada. 
• TFMatrix fBcVal2 
Matriz que armazena os valores da condi<;iio de contorno natural 
(Neumman) a ser aplicada. 
• TMaterial *fMatPtr 
Ponteiro para o objeto TMaterial que criara a condi<;iio de con-
torno. 
Principais fum;;oes-membro 
• TBndCond(TBndCond be) 
Construtor de c6pia. Cria o objeto corrente corn os dados de be. 
• TBndCond(long number, int type, TFMatrix vall, TFMatrix val2) 
Construtor da classe, onde os argurnentos inicializam fN umber, 
fType, fBcVall e fBcVal2, rcspectivarnente. 
• long Type() 
Retorna o tipo da condi<;iio de contorno. 
• long Number() 
Retorna o numero de identifica<;iio da condi<;iio de contorno. 
• TMaterial *MatPtr() 
Retorna urn ponteiro para o material que criara a condi<;iio de 
contorno. 
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3.1.6 Classes que definem a montagem e solw;;ao do 
sistema 
Classe TAnalysis 
A implementa<;ao de uma classe que viabilize a troca de informac;oes e o 
controle sobre os diversas ob jetos do ambiente e responsabilidade da classe 
TAnalysis. Uma vez criados estes objetos no ambiente, a classe TAnalysis 
utiliza-se destes e invoca os metodos necessarios, controlando o programa ate 
a completa soluc;ao do sistema. 
Principais variaveis-membro 
• TGeoGrid *fGeoGrid 
Ponteiro para a rnalha geometrica. 
• TCompGrid *fCompGrid 
Ponteiro para a rnalha computacional. 
• TMatrix *fStriffness 
Ponteiro para a rnatriz de rigidez, que armazena a contribui<;iio da 
rigidez de cada elemento envolvido. Como TMatrix e urna classe 
basica pode-se referenciar qualquer classe derivada de TMatrix. 
• TFMatrix *fRhs 
Armazena o vetor de cargas do problema. 
• TFMatrix *£Solution 
Armazena a matriz de rigidez do problema. 
Principais fum:;oes-membro 
• TAnalysis(TCompGrid *calcgrid) 
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Contrutor da classe, onde a analise e criada com os dados de 
calc grid. 
• void SetMatrix(TMatrix *stili) 
Define a matrix stiff como matriz de rigidez. 
• void Assemble() 
Montagem da matriz de rigidez e vetor de carga. 
• void Solve() 
Resolve o sistema de equa~6es. 
• virtual void Run(VoidPtrVec scalnames, VoidPtrVec vecnames, char 
*plotfile, ostream out=cout) 
Executa de forma ordenada cada metodo necessaria, come<;ando 
pela montagem da matriz de rigidez, aplica<;ao das condiqoes de 
contorno, solw:;ao do sistema e por fim criaqao de urn arquivo 
de resultados gerado pelos metodos de p6s processamento. 0 
argumento scalnarnes armazena nomes das variaveis escalares e 
vecnames das variaveis vetoriais e as informac;;oes pertinentes a 
analise sao gravadas em urn arquivo de safda. 
No caso desta disserta<;ao utiliza-se a armazenagem da matriz 
de rigidez em banda e a solw:;ao do sistema pode ser realizada 
por qualquer metodo direto disponfvel nas classes de matrizes 
a~sociadas ao ambiente PZ, dentre estes destacam-se os metodos 
de Cholesky, LU e LDLt. 
Exemplo de c6digo para acesso ao ambiente PZ 
0 ambiente PZ possui suas caracterfsticas e padr6es que devem ser respei-
tadas. 0 procedimento de acesso aos metodos do sistema e de fundamental 
importancia para o sucesso da analise de elementos finitos que se proponha 
fazer. Entender os paBsos trilhados polo ambiente ate a solu<;ao do sistema e 
uma tarefa nao muito aprazfvel, muito embora necessaria. A seguir lista-se 
o referido procedimento que possibilita uma analise particular para um dado 
problema utilizando o ambiente PZ. 
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void ComputElement(TCompGrid &c, TAnalysis *&an); 




TCompGrid: :gCurrent = &comp; 









TSkylMatrix *stiff= new TSkylMatrix(an->NumEquations()); 
an->SetMatrix(stiff); 
an->Solver().SetDirect(ECholesky); 
int dimension = 1; 
VoidPtrVec scalnames(O),vecnames(3); vecnames[O] = ''Displacement''; 
vecnames[1] = ''Moment''; 
vecnames[2] = ''Shear''; 
an->DefineGrafGrid(dimension,scalnames,vecnames,''prediold.dx''); 
dimension= 2; vecnames.resize(l); 
scalnames.resize(2); 
scalnames[O] = ''MomentKsi''; 
scalnames[l] = ''MomentEta''; 
an->DefineGrafGrid(dimension,scalnames,vecnames,''predio2d.dx''); 
an->Run(out); 
int resolution = 3; 
an->PostProcess(resolution); 
return 0; 
void ComputElement(TCompGrid &c,TAnalysis *&an) { 
TCompElld: :gOrder = 4; 
TCompE12d: :gOrderx = 4; 
TCompE12d: :gOrdery = 4; 
TGeoGrid &g = *c.ReferenceGrid(); 






gel= (TGeoEl *) g.ElementMap().eontents(i); 
g.ElementMap().next(i); 
eel= gel->CreateCompEl(); 




an= new TAnalysis(&e); 
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Capitulo 4 
Elemento de barra 
4.1 Teoria da elasticidade para s6lidos tridi-
mensionais 
Neste capitulo e apresentado urn breve estudo de teorias para barras retas 
no espa<;o tridimensional formuladas a partir de duas hip6teses cinematicas 
sob linearidade geometrica. 
No decorrer deste capitulo algumas defini<;oes sao apresentadas de forma 
repetitiva. Isto foi adotado para que M duas teoria~ para barrM apresentadas 
possam ser estudadas independentemente, sem a necessidade de se recorrer 
a defini<;oes encontrada~ em outros sub-capitulos. 
MuitM estruturas tern caracteristicas geometricas, rnecanicas ou de car-
gas que nao permitem a utiliza.:;ao de calculos simplificados; nesses ca~os e 
essencial considerar a estrutura como urn solido tridimensional e fazer uso, 
para a sua analise, da teoria geral da elasticidade em tres dimensoes. Al-
guns elementos que compoem a~ estruturas tern uma geometria particular 
que perrnite algumas sirnplifica<;oes em sua analise: e o caso das barras, onde 
o comprirnento do eixo e muito maior que as dirnensoes da se.:;ao transversal. 
Neste trabalho, como as barras poderao estar posicionadas em qualquer Iu-
gar no espa<;o tridimensional e serao tratadas como urn elemento, sob o qual 
serao feitas algumas simplifica<;oes nos estados de solicita<;iies. 
51 
4.1.1 Deslocamentos 
Seja urn solido tridimensional como o mostrado na Figura 4.1. 0 movi-
mento de urn ponto no espa~o pode ser definido pelas tres componentes do 
vetor de deslocarnentos de translagao. 
( 4.1) 
Os valores ilx, ily e ii,z de uma partfcula para um corpo deformado sao as 
componentes dos deslocarnentos do ponto segundo os eixos cartesianos x, y 
e z, respectivamente. 
IL ' 
f{ 
Figura 4.1: Solido tridimensional. Vet or dos deslocarnentos de translagao. 
4.1.2 Deformac,;oes 
Pela teoria classica da elasticidade tridimensional a deforrnar;ao ern um 
ponto e definida por nove componentes: Ex, Ey, Ez, rxz = Tzx 1 Txy = ryx e 
ryz = rzy, o tensor da deforrnagao e reduzido a urn vetor de seis componentes, 









Considere o corpo eliistico corn dirnens6es dx, dy e dz, como rnostra a Fi-
gura 4.2. 0 incremento 6dx, f'ldy e 6dz nas dire<;oes x, y e z sao originados 
das deformac;oes normais Ex, Ey e Ez existentes no corpo. 
/lefo' mrlr,<ir' /onylill'illlltl' 
Figura 4.2: Deforma<:;oes normais e cisalhantes em urn corpo. 
As deforma<;oes cisalhantes apresentadas na Figura 4.2 sao responsaveis 
pela diston;iio das faces do elemento e sao definidas por lyZ' lxz e lccy· 
lj 
0 
Figura 4.3: Rela<;iio entre as cornponentes de deformac;iio e deslocamento. 
A Figura 4.3 ilustra a rela<;iio entre as cornponentes de deforrna<;iio e 
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deslocamento, assim de ( 4.2) o tensor das componentes de deforma<;6es pode 














0 tensor das tens6es em urn ponto 6 definido por nove componentes de 
tensao. De modo analogo ao caso das deforrnag6es, este tensor pode ser 
reduzido a seis COmponentes, pois: T xy = T yx, T xz = T zx e T yz = T zy e 








Em (4.4) os valores de CJx, cry e CYz expressam as tens6es normais e Tyz, Txz e 
r xy sao as tens6es tangenciais aplicadas ao corpo. 
4.1.4 Relac,;ao tensao-deformac,;ao 
A rela<;ao entre as seis deforma<;6es e as seis tens6es e expressa no ca-
so mais geral da elasticidade anisotr6pica por uma matriz constitutiva de 
tamanho 6 x 6, simetrica, e com 21 coeficientes independentes. 
Urn caso mais simplificado e o do material ortotr6pico, onde nove cons-
tantes elasticas independentes intervern no comportamento do material, uma 
vez que, dada a simetria da matriz constitutiva, tem-se que: 
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ExVyx Eyl/xy 
EyVzy = EzVyz (4.5) 
EzVxz .•. ExVzx 
Dessa forma, as equac;6es constitutivas da teoria da elasticidade, segun-
do Chen & Han[9], para urn material homogeneo e isotropico, podem ser 
simplificadas por: 
(4.6) 
onde O'ij sao as componentes do tensor das tens6es, 61j o delta de Kronecker·, 
A a constante de Lame definida por A = (I~~'l. 
Pode-se ainda escrever a relac;ao tensao-deformac;ao ( 4.6) por: 
0' =De (4.7) 
Neste trabalho considera-se o material elastica isotropico linear, onde o 
modulo de Young no plano de isotropia e representado por E. 0 coeficiente 
de Poisson v representa uma reduc;ao na deforma<;ao transversal no plano de 
isotropia devida a tensao de trac;ao no mesmo plano. 
A matriz D apresentada em (4.7) e denominada matriz constitutiva elas-
tica do material, e com as hipoteses aqui assumidas e definida por: 
(1- v) v v 0 0 0 
v (1- v) v 0 0 0 
E v v (1 - v) 0 0 0 
D= (1-2v) 
(1 + v)(1- 2v) 0 0 0 -2- 0 0 
0 0 0 0 
(1-2v) 
0 -2-




4.2 Principio dos trabalhos virtuais 
0 Principia dos Trabalhos Virtuais tern se mostrado urna poderosa tec-
nica para a soluc;ao de diversos problemas fi·eqiientes na engenharia e prin-
cipalmente na rnecanica dos solidos. A seguir e apresentado de forma gene-
rica tal principia, o qual possibilita maior cornpreensao no desenvolvirnento 
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e na obten<;ao das equa<;oes necessarias para subseqtientes considera<;oes na 
expressao da Energia Potencial Total dos elementos de barra e de placa apre-
sentados nesse trabalho. 
Seja urn corpo deformavel !1, como ilustra a Figura 4.4, cujo contorno e 
dado por r, submetido a urn conjunto de for<;as de corpo F; no domfnio de 
!1, fon;as T; no contorno r A e restri<;oes aos deslocamentos no contorno r 3 . 
q}!. /"· () 




Figura 4.4: Corpo elastico ern equilfbrio. 
As equat;6es de equilfbrio no corpo em uma dada dire<;ao sao expressas 
por: 
cr i.j,j + F; ·-· 0 ern !1 
(J ji (4.9) 
onde i e j variam no intervalo de 1 a 3, respectivamente associados as dire<;oes 
x, y e z. 
Para que o corpo esteja em equilfbrio e necessario que ( 4. 9) seja satis-
feita quando sujeita as condi<;oes de contorno abaixo descritas, onde h; sao 
as componentes dos deslocamentos prescritos no contorno r s e n; sao as 
componentes do vetor normal a superffcie r. 
(4.10) 
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4.2.1 Equac:;iio do princfpio dos trabalhos virtuais 
0 termo virtual e usado para designar o trabalho realizado por fon;as 
externas ( verdadeiras) com uma variru;iio de deslocamentos ( deslocarnentos 
irnaginarios, virtuais). Em (4.11) as quantidades T; e F; sao fon;as de su-
perficie externa e de corpo, respectivamente. 
Admitindo urn estado de fon:;as em equilibria e urn estado independente de 
deslocamentos compativeis e aplicando-se o Principia dos Trabalhos Virtuais 
entre eles, tem-se: 
( 4.11) 
Similarmente, as deforma<;oes Oc;1 representam urn conjunto de deforma<:;oes 
compativeis com o deslocamento real ou imaginario 6ui, para os pontos de 
aplica<;iio daB for<;as externas T; e Fi. 
(4.12) 
Ao substituir (4.12) no !ado direito de (4.11), tem-se o trabalho externo 
das for<;as para uma variru;iio de deslocamentos. 
(4.13) 
A primeira integral pode ser transformada em integral de volume; assim, 
pela aplica<:;iio do Teorerna da Divergencia, obtem-se: 
Wext [ (a;i6ui),idV + [ Fi6uidV 
-- [ (aij,jDui + aii6ui,i)dV + [ F;DuidV 
Pode-se escrever ainda ( 4.14) na forma: 
(4.14) 
(4.15) 
0 primeiro termo entre pari3nteses e anulado pela condi<:;iio de equilibria, 
a qual satisfaz as equa<;oes de equilibria mencionadas. Dessa maneira, o 
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trabalho externo Wext e eserito por: 
Wext = l O";j<'i'U;,jdV (4.16) 
Considerando o trabalho interno virtual Wint, dado pelo !ado esquerdo de 
(4.11), tem-se: 
( 4.17) 
Por fim, pela simetria de a,J, chega-se a expressiio inicial do trabalho 
virtual interno Wint. 
Wint = l a;JDU;,JdV (4.18) 
Assim fica estabelecido o Principia dos Trabalhos Virt·ua.is, o qual demos-
tra que Wint = Wext· 
4.3 Propriedades geometricas da se<;ao trans-
versal e sistema de coordenadas para ele-
mentos de barra 
Nesta se~iio sao apresentadas algumas propriedades geometricas de uma 
se~ao transversal qualquer, bern como o sistema de coordenadas de urn ele-
mento de barra no espa<;o tridimensional. 
4.3.1 Sistema de coordenadas generico e conven'<ao de 
sinais 
Define-se urn sistema de coordenadas onde os pontos da se~iio transversal 




Figura 4.5: Sistema de coordenadas de uma barr a no espago. 
Dessa maneira, as coordenadas de um ponto material qualquer nurna 
se<;ao transversal de uma barra podem ser expressas vetorialmente por: 
x = xex + ye'y + ze'z ( 4.19) 
'I 
h, 
Figura 4.6: Conve<;iio de sinais adotada para elemento de barra corn seis graus de 
liberdade por n6. 
Adota-se para conven<;ao de sinais das rota<;oes a regra da mao-direita 
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aplicada sobre os eixos cartesianos positivos. Os deslocamentos no elemento 
de barra sao representados nesse capitulo por tres translac;oes: 'Ux, uy e 7Lz 
nas direc;oes dos eixos cartesianos x, y e z e tres rotac;oes Bx, Bye Bz em torno 
dos eixos x, y e z; portanto, tem-se seis graus de liberdade por n6. 
Essa convenc;ao de sinais, ilustrada na Figura 4.6, e conveniente para as 
aspirac;oes de se estender a teoria para aplica<;6es no espac;o tridimensional e 
acoplamento com elemento de placa. 
4.3.2 Propriedades geometricas 
As propriedades geometricas sao implementadas a partir de uma sec;ao 
transversal indeformavel. Inicialmente sao estudadas as propriedades como 
area, momentos estaticos e rnomentos de inercia para uma dada sec;ao de 
urna barra. 
Esses conceitos e propriedades sao apresentados aqui apenas para que se 
cornpreenda de forma consistente todas as dedw;oes envolvendo a posic;ao do 
eixo da barra frente as hip6teses cinernaticas adotadas. 
A area da sec;ao transversal e dada por: 
A = 1 dA = 1 dydz ( 4.20) 
As coordenadas do centro de gravidade da sec;ao transversal da barra sao: 
1 ;· A AydA 
~1zdA ( 4.21) 
Os rnornentos estaticos sao relatives aos dais eixos que definem a sec;ao 
transversal e sao expressos por: 
Sy 1 zdA 
Sz = -1 ydA 
A partir de (4.21) e (4.22), obtem-se as express6es: 
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( 4.22) 





Outras propriedades geometricas importantes sao os momentos de inercia 





lzz - 1y2dA ( 4.25) 
Jyz - -1 yzdA 
Para os eixos centrais a posi<;ao dos pontos da segao transversal sao: 
( 4.26) 
Os momentos eA~taticos definidos para estes eixos centrais resultam em: 
( 4.27) 





J k-2 'yy- z 
JGG 1 A-2 (4.28) zz - 'zz- y 
JCG -· lyz + Ayz yz 
Logo, de ( 4.28), resulta que para eixos quaisquer, segundo a regra de 
Steiner, os momentos de inercia sao representados por: 
lyy JCG + A"2 yy z 
Jzz JCG +Ay2 zz ( 4.29) 
Jyz JCG A--yz - yz 
A expressao do momenta polar para eixos centrais e: 
Jcc 1 A-- A-- 1 A (-2 + -2) 0 = 0 - yy - zz = 0 - y z (4.30) 
Para o caso de eixos com coordenadas quaisquer, o momenta polar de 
inercia e expresso por: 
( 4.31) 
4.4 Introdm;;ao a teoria de vigas 
A seguir sao apresentadas duas teorias para analise de vigas para ele-
mentos finitos unidimensionais: a Teoria de Viga de Euler-Bernoulli e a 
Teoria de Viga de Timoshenko. Ambas possuem algumas considerac;:oes em 
comum, diferenciando-se no trato das func;:oes de forma onde a teoria de 
Euler-Bernoulli necessita de continuidade C 1e a teoria de Tirnoshenko nao 
exige rnais do que func;:oes de forma corn continuidade C0 . 
Na verdade, a diferen<;a entre as teorias reside no fato da teoria de Euler-
Bernoulli nao considerar a deforrnac;:ao por cisalhamento, enquanto a teoria 
de Timoshenko faz uso da deforrnac,;ao por cortante para o calculo dos deslo-
camentos. 
62 
4.4.1 Teoria de Euler-Bernoulli 
Considere a viga, ilustrada na Figura 4. 7, de comprimento l, se<;ao trans-
versal de area A e momentos de inercia a fiexao lyy e Jzz, sabre a qual atuam 
uma serie de a<;oes e rnomentos externos. 
'' !J·"''I 
Figura 4. 7: Viga convencional de Euler-Bernoulli. 
Hip6tese cinematica 
Na Teoria Classica de Barras tarnbern conhecida como Teoria Classica de 
Barms, rnostrada na Figura 4.7, admite-se que as seg6es transversais normais 
ao eixo da viga antes da deforrnagao, perrnanecem planas e ortogonais a esta 
ap6s a deformac:;ao. 
0 vetor deslocamento u pode ser genericamente expresso por: 
On de: 
u: e 0 deslocamento dos pontos do eixo; 
1:!: 6 a rota<;ao da sec:;ao transversal; 




A Figura 4.8 ilustra a cinematica dos deslocamentos das fibras em uma 
se<;iio transversal generica de um elemento de barra. 
~ ..• '!~ 
, a, 
(1.1f.:) (H-'I('iln Ulii'W/ 
(J.,If.;} f!G.'ll.,'ij(J i/( ,;/Oi'(lif<l 
Figura 4.8: Cinernatica de deslocarnentos de um ponto da segiio transversal 
generica de uma barra. 
Conforme a Figura 4.8, onde R e o vetor posigiio, tem-se que: 
y = Rcos o. e z = Rsino. ( 4.34) 
Por simplifica<;oes geometricas considera-se J! = R.Bx. Corn isso, as va-
ria<;oes de deslocarnentos na fibra podern ser escritas na forma: 
6.x 6.xz + 6.xy = zBy - yBz 
6.y £sino.= Rsino.Bx = -zBx 
t..z f coso. = Rcos o.Bx = yBx ( 4.35) 
Os sinais negativos que aparecem em ( 4.35) representam variagoes de 
deslocamentos com sentido contrario ao convencionado. 
0 deslocamento total de urn ponto em urna segiio transversal pode ser 
representado, conforme Figura 4.8, por: 
fix = 'U.x + 6.x 
fly = Uy + 6.y 
'ilz = 1Lz + 6.z 
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( 4.36) 
Da hip6tese mencionada e das considera~6es expressas em ( 4.36), chega-
se a expressao que representa a cinematica de desloeamentos de urn ponto 
na se<;iio transversal de urn elernento. 
[ 
U.r, ] [ 'U:c + zOy - yOz ] 
ii = ~-~ = ~: ~ ~~: ( 4.37) 
Pela hip6tese da teoria de Eule-r-Bernonlli, tem-se que: 
e ( 4.38) 
A associa<;iio entre deslocamentos e rota<;6es descrita em ( 4.38) da-se o 
nome de vinculo de Euler-Bernoulli. A partir da expressiio anterior tern-se 
que os deslocamentos podern ser reescritos por: 
( 4.39) 
Deforma<;oes 
A matriz jacobiana de deslocamentos, partindo de (4.39), e dada pela 
seguinte expressiio rnatricial: 
-u' y 
0 ( 4.40) 
Onde, dada a fun<;iio generica w, sua derivada ern rela<;ao ax e represen-
tada por w' = ~~. 
Admitindo a hip6tese de pequenos deslocamentos e deformagoes, o tensor 
das deforrnag6es E sob linearidade geometrica e definido por: 
E = ~ (J+.{) (4.41) 
Substituindo ( 4.40) em ( 4.41), result a: 
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( 4.42) 
Admite-se que Ex = Exx, lxy = 2Exy e lxz = 2Exz· Aplicando-se essas 
expressoes em ( 4.42) resulta no vetor das deformaqoes, expresso a seguir que, 
em termos de componentes, elas sao escritas por 





'"Y xz ye~ 
lxy -ze; 
on de os valores nao nulos 1 xz e 1 xy sao as diston:;oes e Ex e a deforma<;ao 
axial da barra.. 
Tensoes 
0 tensor das tensoes pode ser escrito atraves de suas componentes nao 
nulas na forma: 
( 4.44) 
on de a-x e a tensao normal ao plano forrnado pelos veto res ey e ih., T xy e r xz 
sao as tensoes cisalhantes atuantes no plano normal ao vetor ih.. 
As componentes das tensoes sao representadas por: 
CYx 
CYy 






Os esfon;os solicitantes em urn elemento de barra sao fcm:;as cortantes Vxy 
e Yxz, fon:;a normal Nx, momentos fletores My e Mz e momento ton:;or Mx, 
definidos por: 
Nx - 1 O"xdA 
Vxy 1 TxydA 
Vxz 1 TxzdA 
Mx = 1 (YTxz- ZTxy) dA 
My 1 zo-xdA 




A equa<:;ao constitutiva da elasticidade e formalmente dada por: 
a-= De ( 4.47) 
No sistema local da barra, a rnatriz D e escrita por 
BA 0 () 0 0 0 
0 0 () 0 0 () 
D= 
0 0 () 0 () 0 
( 4.48) 
0 () 0 GJo () 0 
0 () 0 0 Blyy 0 
0 () 0 0 () B.Jzz 
onde A, B, ]0 , lyy e Jzz sao a area da se~ao transversal da barra, modulo de 
elasticidade longitudinal, rnomento polar de inercia e momentos de inercia 
ern rela<;ao aos eixos principais y e z respectivarnente. 
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Esfon;os e deformac;oes generalizadas 
Na TeoTia Classica de Barras, o vetor dos esfon:;os internos ou tensoes 
generalizadas {j e representado por: 
Nx crx 
Ycy Txy 
iT= Vxz =L 
Txz dA ( 4.49) 
Mx (YTxz- ZTxy) 
Mv zcrx 
Mz ycrx 
Para a formula<;ao das equa<;oes constitutivas utilizam-se as seguintes re-
la<;oes elasticas lineares: 
a.r- Ecx 
cry = Esy 
cry Ecz 
Tyz ·- Gryz 
Txz Grxz 
Txy -· Grxy ( 4.50) 
Substituindo ( 4.50) em ( 4.49) e lembrando que as for<;as cortantes nao 
produzem trabalho, obtem-se os esfor<;os solicitantes em urn elernento de 
barra. Ressalta-se tambem que a excentricidade nao esta sendo considerada 
nessa formula<;ao. 
Nx { Ec:xdA = { E (u~- zu~- yu~) dA = EAu~ .!A .!A 
Vxy 0 
Vxz 0 
Mx L G (Yrxz- Z/xy) dA = L [G (y2 + z2) e~] dA = GJoe~ 
My L zEc:xdA = l zE ( 11~ - zu: - yn~) dA = - Elyy1L~ 
Mz l yEc:xdA = LyE ( n;, - zu~ - yn~) dA = - E.fzz1l~ ( 4.51) 
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=DE ( 4.52) 











No presente trabalho as agoes em um elemento de barra podem ser for<;as 
e momentos concentrados nos nos ou distribufdos ao Iongo do eixo da barra. 
As for~as e momentos pontuais sao aplicadas nos n6s nas dire~oes :r:, y e z 
globais. As fon;as e momentos distribufdos sao aplicados ao Iongo do eixo da 
barra nas dire<;oes x, y e z local em rela<;ao a cada !ado do elemento. 
A convengao de sinais e a mesma utilizada nas formula<;oes, expressa pela 
regra da mao direita. 
As for<;&~ de corpo fx, JY e fz apresentadas na formula<;ao a seguir para 
o elemento de barra, expressam for<;as por unidade de volume. 
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Px = fAfxdA 
Py =fA fydA 
Pz =fA fxdA 
mx =fA (Yfz- zj~) fxdA 
my= L zfxdA 
mz = fAYfxdA 
Forr;as c nwmcntoH di8tr'ilnddo8 / co·mpTimento 
Formulac;ao variacional 
e 
F1 (fon;a na dire~ao x) 
Fz (for~ a na dire~ao y) 
F3 ( fon;a na dire~ao z) 
M1 (momenta ern torno x) 
Mz (momenta ern torno y) 
M 3 (mornento em torno z) 
( 4.54) 
0 trabalho virtual dos esfon;os internos de uma barra e igual ao trabalho 
virtual das a<;6es e, sob condi<;6es de contorno essenciais, pode-se demonstrar 
sua equivalencia com as equa<;6es diferenciais de equilibria. 
Na formula<;iio que segue para facilitar a nota<;iio, eventualmente seriio 
usados os indices 1, 2, 3 em correspondencia ax, y, z. 
( 4.55) 
0 domfnio pode ser representado pela soma dos sub-domfnios e ao consi-
derar dA = dydz pode-se escrever: 
l ... dfl =~in" ... dfle = ~ [" L ... dAd:ce ( 4.56) 
Conforrne Reddy[25], aplicarn-se as deforrna<;6es existentes e ainda corn 




Substituindo-se ( 4.43) em ( 4.57) obtem-se: 
Reordenando ( 4.58) e possfvel escreve-la em fungiio de deslocamentos vir-
tuais associados aos correspondentes esforgos: 
0 
e=l 
Py p, m~: 
[t ou~Fk + bOxMx + ~ ou~r Mk] } ( 4.59) 




0 sistema e simetrico, bilinear e pode ser escrito na forma. 
a (u, u) = (11., f)+ (il, t)r (4.61) 
On de: 
Discretiza<:;iio utilizando o metodo dos elementos finitos 
Para a obteiH:;iio da equa<;iio de elementos finitos de barra de Euler-
Bernoulli, necessita-se escrever os deslocarnentos u em termos de deslocarnen-
tos nodais up, mediante a defini<;iio de uma base de fungoes de interpola<;iio, 
da seguinte forma 
( 4.63) 
onde N e a rnatriz de fun<;oes de interpola<;iio, utilizada para encontrar a 
solu<;iio nurnerica aproximada das grandezas ffsicas do problema. 
A matriz dos coeficientes de interpola<;iio Ni que aparece nas expressoes 
abaixo, tern seu fndice i dado pela ordem do polinornio de interpola<;iio uti-
lizado na aproximar;iio. 
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0 vetor de deforma<;oes generalizadas 1", como visto ern (4.53) pode ser 
escrito na forma rnatricial por: 
u' X N'u 1 Xi Ux;. 
0 0 Uyi 
0 no~ 0 ne1 Uz,;_ ne~ 
i!:= =I: = LBi (JXi = LB;di ( 4.64) (}~ i=l NIB xi i=l i=l 
-u" z -N"u t Zi (~) a:r: i 
u" y N" i Uyi (Guy) Ox i 
Para a irnplernenta<;iio computacional faz-se necessaria escrever a matriz 
B que representa o operador diferencial aplicado as fun<;oes de interpola<;iio 
da rnatriz de deformac;iio generalizada. 
A partir de (4.64) define-sea matriz B por: 
&Ni 0 0 0 0 0 75X 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
B;= 0 0 0 ONi 0 0 ( 4.65) a;; 
0 0 0 0 8
2 Ni 0 - fJx2 
0 0 0 0 0 0
2 Ni 
fJ:r2 
Por firn, substituindo-se ( 4.65) e ( 4.48) em ( 4.60) obtiirn-se a formulac;iio 
variacional do problema expressa ern terrnos das matrizes B e D. 
0 ~ {[" (BTDB) dxe 
re 
- Jo [N;Px + N;py + NiPz + N;mx + N;my- N;mz] dxe 
[~ oN{Fk + 6N;Mx + ~ oN2'Mk] } ( 4.66) 
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Como os esfon;os cisalhantes nao sao considerados na Teoria Cliissica de 
Barras, a matriz de rigidez e vetor de cargas para urn elemento de bmTa, a 
partir das defini<;oes apresentadas, sao dados por: 
r = (4.67) 
Ao map ear para o sistema de coordenadas padrao definido por ~, o dife-
rencial de comprimento do elemento dx e: 
d.Te = Jed~ ( 4.68) 
0 jacobiano de transforma<:;ao do elemento de barra e dado por Je = ~. 
Ressalta-se que o jacobiano unidimensional para coordenadas cartesianas 
e apresentado e detalhado no final deste capitulo abrangendo, assim, as duas 
teorias de barras apresentadas. 
Com isso, ( 4.66) pode ser reescrita como segue: 
Kf i (BTDB) l"dE (4.69) 
J: = ( [N;Px + NiPv + NiPz + Nimx + Nimy- Nimz] JedE (4.70) 
.!e 
Avaliando-se numericamente (4.69) e (4.70), utilizando a regrade qua-
dratura simetrica de Gauss para os elementos de barra, tem-se a matriz de 
rigidez e vetor de carga para cada elemento finito dados por: 
n 
K;e "" L [(BTDB) Je]<=<kWk ( 4. 71) 
k=l 
n 
Jt "" L [(NiPx + Nipy + NiPz + N;mx + Nimy- N;mz) Je]<=<k wk 
k=l 
(4.72) 
Onde Wk representa o peso do k-esimo ponto de integra<;iio e n o mimero 
total de pontos de integra<;iio em fun<;iio da ordem do polin6mio do elemento. 
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Observa.;;oes 
1. A hip6tese de Euler-Bernoulli traz inconvenientes para o rnetodo dos 
elementos finitos, pois u~ e 'U~ passarn a ser graus de liberdade da barra 
exigindo fun<;oes de interpola<;iio rnais cornplexas para estes cornpo-
nentes de deslocarnentos no sistema local. Dada a associa<;iio entre a 
variavel deslocarnento e a variavel rota<;iio caracterizada na Teoria de 
Euler-Bernoulli, exige-se para sua solu<;iio urna familia de polinornios 
interpoladores de continuidade C1 • 
2. Ern ( 4.60) os terrnos de varia<;oes que aparecern sao usados como fun<;iio 
teste. 
4.4.2 Teoria de Timoshenko 
Diferenternente da hip6tese de Euler-Bernoulli, na Teoria de Timoshenko 
as rota<:;6es sao tratadas independenternente dos deslocamentos, devendo ser 
consideradas as diston;oes por for<;a cortante. 
Hip6tese cinematica 
As se<:;oes planas normais ao eixo da viga antes da deforma<.;iio permane-
cem planas, mas nao necessariamente norrnais ao eixo ap6s a deforma<;iio. 
Neste caso, o vetor deslocamento il pode ser expresso por: 
il=u+exa ( 4.73) 
On de: 
u: e 0 deslocamento do eixo; 
e: 6 a rota<:;iio da se<.;iio transversal; 
a: posi<;iio do ponto na se<.;iio transversal e o sfmbolo x representa o 
produto vetorial. 
a= yf!y + zez (4.74) 
Analogo ao estudo da Teoria Cllissica para Barras, o vetor deslocamentos 
pode ser expresso algebricamente par suas componentes, conforme ilustra a 
Figura 4.8 por: 
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( 4. 75) 
Deformac;oes 
A matriz jacobiana de deslocamentos, a partir de (4.75), e dada pela 
seguinte expressiio matricial: 
(u~ + zO~- yO~) 
(u~- zO~) 
(u~ +yO~) 
0 ( 4. 76) 
Onde, dada a fun.,ao generica w, sua derivada em rela.,iio ax e represen-
tada por w' = 8'". ox 
Admitindo a hip6tese dos pequenos deslocamentos e deforma.,oes, o ten-
sor das deforma.,oes E sob linearidade geometrica e definido por: 
E = ~ (7 + l) ( 4.77) 
Substituindo ( 4. 76) em ( 4. 77) resulta em: 
[ 
( u~ + zO~ - yO~) ~ ( u~ - zO~ - 0 z) 
E= Hu~-zO~-Oz) 0 
~(u~+y0~+0y) 0 
( 4.78) 
Como Ex = Exx, lxy = 2Exy e lxz = 2Exz, ao substituir essas expressoes 
em ( 4. 78) result a o vetor das deforma.,oes escrito em termos de componentes 






fxy U~- z(j~- Bz 
on de os valores niio nulos 1 xz e 1 xy sao as componentes das distor.,oes e Ex e 
a deforma<>iio axial da barra. 
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Na Figura 4.9, a hip6tese de Timoshenko propoe uma rota<;ao media para 
a se<;ao, de forma que, para efeitos praticos, possa continuar considerando-se 
a segao plana. 
1''""-''""nni 
Figura 4.9: Flexao em viga de Timoshenko. 
Na Teoria de Vigas de Timoshenko as distor<;oes existem e sao contabili-
zadas como ilustra a Figura 4.9. 
Tensoes 
0 tensor das tensoes pode ser escrito genericamente por suas parcelas nao 
nulas na forma: 
( 4.80) 
on de u x e a tensao normal ao plano formado pelos veto res ey e iiz, T xy e r xz 
sao as tensoes atuantes no plano normal ao vetor iiz. 










Am:\logo a Teor'ia Cl6,ssica de Barras, os esfon;os solicitantes em urn ele-
mento de barra sao representados por fon;as cortantes Vxy e Vxz, fon;a normal 
N.x, momentos fie to res My e Mz e momenta tor<;or Mx, como segue: 
Nx £ <TxdA 
.A 
Vxy i TxydA 
Vxz = J>xzdA 
Mx i (YTxz- ZTxy) dA 
My i Z<TxdA 
Mz - i yo-xdA ( 4.82) 
Relac;;ao tensao-deformac;;ao 
A equa<;iio constitutiva da elasticidade e formalmente dada por: 
o- =DE 
Na se<;ao transversal de urna viga observa-se que a distribui<;1io de tensoes 
normais o-x e linear, essa distribui<:;1io pode ser consider ada" exata" pela hip6-
tese adotada na teoria de viga. Por outro !ado, a tensao cisalhante aqui e 
considerada constante, a qual entra em contradi<:;ao com a distribui<:;1io pa-
rab6lica da teoria de viga. Para contornar esse problema, considera-se uma 
distribui<:;1io constante de tensao cisalhante, mas modificada por urn coeficien-
te a de rnaneira que o trabalho de deforrna<;1io da tensao tangencial constante 
coincida com seu valor "exato" dado pela teo ria de viga. 
Este coeficiente1 conhecido como coeficiente de distor<:;iio transversal (~ 
obtido a partir de urn procedimento energetico, conforrne Oiiate[21]. 
1 Em vigas de se<;Eio ret angular, in6rcia constante e material hornogeneo seu valor e 
n•- 5 '--'· ·- 6· 
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A matriz D e a rnatriz constitutiva2 do material expressa localrnente por: 
EA 0 0 0 0 0 
0 aGA 0 0 0 0 
D= 
0 0 aGA 0 0 0 
(4.83) 
0 0 0 GJo 0 0 
0 0 0 0 EJyy 0 
0 0 0 0 0 EJZZ 





A 0 ] 
aGA 




fyy o J 
EJzz 
( 4.84) 
Esforc;os e deformac;oes generalizadas 
Na Teoria de Barras de Timoshenko, o vetor dos esfon;os internos ou 
tens6es generalizadas (j e representado por: 
Nx !lx 
Vxy Txy 
u= Vxz L Txz dA ( 4.85) Mx (YTxz-ZTxy) 
My Z!Jx 
Mz YCJ X 
Para a formulagao das equa<;6es constitutivas consideram-se as seguintes 
rela<;6es elasticas lineares: 
parcelas Da, De, Dt e DJ da rnatriz constitutiva em (4.84) reportan1 a contribuic;iio 





Txy aGrxy ( 4.86) 
Para obter os esfor<;os internos da estrutura substitui-se ( 4.86) em ( 4.82) 
e integra-se na se.:;ao transversal da barra. Assume-se que os eixos locais 
coineidem com os eixos principais de inercia do elemento, portanto JA, ydA = 
fA, zdA = fA, yzdA = 0. 
Nx l EExdA = l E (u~ + ze~- yB~) dA = EAu~ 
Vxy a { G{,ydA= { G(u~-ze~,-ez)dA=aGA(u~-ez) 
}A }A 
Vxz a l GrxzdA= l G(u~+yB~+By)dA=aGA(u~+By) 
Mx = hG[(u~+yB~+By)y-(u~-ze~-ez)z]dA=GJ0e~ 
My l EzcxdA = l Ez ( u~ + ze~ - yB~) dA = ElyyB~ 
Mz = l EyExdA =lEy (u;, + ze~- ye~) dA = -Elzze~ (4.87) 
Com o exposto, o vetor das tensoes generalizadas pode ser reescrito por 
iT= 
EAu' X 
aGA (u;- Bz) 




=DE: ( 4.88) 










No presente trabalho as a<;6es em urn elemento de barra podem ser re-
presentadas por fon:;as e momentos concentrados nos n6s ou distribufdos ao 
Iongo do eixo da barra. As fon:;as e mornentos pontuais sao aplicadas nos n6s 
nas dire<:;6es x, y e z globais. As fon;as e momentos distribuidas sao aplicadas 
ao Iongo do eixo da barr a nas direc;;oes x, y e z local em rela<;iio a cada !ado 
do elemento. 
A convenc;;ao de sinais e a mesma utilizada nas formulac;;6es, expressa pela 
regra da mao direita. 
As forc;;as de corpo j~, fy e fz apresentadas na formulac;;ao a seguir para 
o element.o de barra expressarn fon;as por unidade de volume. 
p, = .fA fxdA 
Py = .fAfvdA 
Pz =.fA fxdA 
Tnx =.fA (Yfz- zjy) fxdA 
my =.fA zj~dA 
mz =.fA YfxdA 
Fon;aH c ·monwrof-o8 distrilnddos / co·mprinu:nto 
Formulac;;ao variacional 
e 
F1 ( fon;a na dire<;iio x) 
Fz (for<; a na dire<;iio y) 
F 3 (for<; a na direc;ao z) 
M1(momento em torno x) 
M2(momento em torno y) 
M 3 (momento ern torno z) 
Fon;.aB c 'I/I.O'!nc·!l.f08 conccnt1udos 
( 4.90) 
Como apresentado na Teoria Cla.ssica., partindo do Principio dos Tra.ba-
lhos Virtua.is, o trabalho virtual dos esforc;;os internos de uma barra e igual ao 
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trabalho virtual dos esforgos externos e sob condic;oes de contorno essenciais 
pode-se demonstrar sua equivalencia corn as equac;oes diferenciais de equili-
bria, Na formulagao que segue para facilitar a notac;ao, eventualrnente serao 
usados os indices 1, 2, 3 ern correspondencia ax, y, z, 
( 4,91) 
0 dominio pode ser representado pela soma dos sub-dominios e ao consi-
derar dA = dydz, escreve-se: 
( 4,92) 




Ao aplicar ern (4,93) a cinematica de deslocarnentos expressa ern (4,79), 
tem-se que: 
0 ~ {[" L [(ou~ +zoe~- y8e~) CYx + (ou~- zoe~- oez) Txy 
+ (ou~ + yoe~ + oey) Txz] dAdxe- t" j' [(Dux+ zbey- y8ez) fx Jo . Ae 
+ (ouy- z8ex) /y + (8uz + y8ex) fz] dAdxe 
- ~ (8u[Fk + 8e[Mk)} (4,94) 
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Reordenando ( 4.94) e possfvel escreve-la em fun<;ao de deslocamentos vir-
tuais associados aos correspondentes esfon;os apresentados em ( 4.82). 
( 4.95) 
3 
dxe- L (8·uk'Fk + oeTMk) 
k=l 
Ao substituir ( 4.87) em ( 4.95) tem-se: 
0 - ~ {[" [8u~EAu~ + (8u~- 80z) aGA (u~- ez) 
+ (8u~ + 80y) aGA (u~ + Oy) + be~GJ00~ 
1
he 
+ 80~Elyy0~ + 80~EJzzO~j dxe -
0 
[8uxJ!x + 8uyJ!y + buzJ!z 
+ 60xmx + 60ymy- 60zmz] dxe-~ (6uTFk + bO{'Mk)} (4.96) 
0 sistema e simetrico, bilinear e pode ser escrito na forma. 
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a (u, u) = (u, f)+ (u, t), ( 4.97) 
On de: 
a (u, u) 
net 3 
( u, t), LL (ou[Fk + 80[Mk) ( 4.98) 
e=l k=l 
Discretizac;iio utilizando o metodo dos elementos finitos 
AmUogo a equa<;ao de elementos finitos pela Teoria Classica, OS deslo-
camentos u necessitam ser escritos em termos de deslocamentos nodais up. 
Pela defini<;ao de uma base de fun<;oes de interpola<;ao tem-se que 
( 4.99) 
onde N e a matriz de fun<;oes de interpola<;ao, utilizada para encontrar a 
solu<;ao aproximada das grandezas ffsicas do problema. 
A matriz dos coeficientes de interpola<:;ao Ni que aparece n&'l express6es 
abaixo, tem seu fndice i dado pela ordem do polinomio de interpola<:;ao uti-
lizado na aproximac;ao. 




X N,[uxi 'U:ti 
U~ - Bz Nfuyi -NO 2 Zi 'U y; 
u: + 011 ne~ Nf nz; + N,011, ne1 UZj, ne; 
f:= 2:: =L:B; = LB;d., e' NfB:x:i ex, X i=l i=l z=l 
e;, Nf011, Oy, 
{jz NJ()zi Bz; 
(4.100) 
Para implementar computacionalmente faz-se necessaria escrever a for-
mula<;ao variacional em fun<;ao da matriz B, que, segundo Oiiate[21], repre-
senta o operador diferencial aplicado as fun<;oes de interpola<;ao da matriz de 
deforma<;ao generalizada. 
A partir (4.100) define-sea matriz de operadores3 B nada por: 
aNi 0 0 0 0 0 ax 
0 ON; 0 0 0 -N; Ox 
0 0 fJNi 0 Ni 0 B;= 8:.;; (4.101) 
0 0 0 8Ni 0 0 ax 
0 0 0 0 ON; 0 Ox 
0 0 0 0 () !H:!i ax 
Onde esta pode ser dividida em: 
Ba ''' [ aN, ax 0 0 0 0 0 l 
[ ~ 
ONi 0 0 0 -:;] Be Ox 
() !:!l:!i 0 N; ax 
Bt [ 0 0 0 dNi 0 0 l ax 
[ ~ 0 0 0 
ON; 0 ] Ox Bt - 8Ni (4.102) 0 () 0 () 8':1: 
3 As submatrizes Ba, Be, B1 e Bt ern (4.102) representam os operadores diferenciais 
aplicados &.;; func;Oes de forma com relw~,ao a rigidez axial, ao cisalhamento, a ton~a.o e a 
fiexiio, respectivamente. 
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Conforme Hughes[15], a matriz de rigidez do elemento pode ser calculada 
atnives da soma das parcelas de rigidez axial, cisalhante, ton.;ao e flexao. 
Com isso a matriz de rigidez e vetor de cargas podem ser escritos na forma: 
Ke - ke + ke + ke + ke· a c t '] 
ke 
a l" 0 B~DaBadxe (rigidez axial) 
[' ke B~DcBcdxe ( rigidez a cisalhamento) c 
. 0 
k~ [' T 
0 
Bt DtBtdXe ( rigidez a tor9ao) 
ke f [' BjD!BfdXe ( rigidez a fiexao) 
r { foh, Nap;dxe p=6a-6+i (4.103) = ( -1 )i+l J0h' NamidXe p=6a-3+i 
Substituindo-se (4.103) em (4.96) tem-se a formulagao variacional do pro-
blema dada em fungao das matrizes BeD, com isso: 
0 
r· - Jo [NiPx + Nipy + N;pz + N;mx + N;my- Nimz] dxe 
- ~ (N'{Fk + N~Mk)} (4.104) 
Amilogo ao que foi apresentado para a Teori.a de Euler-Berno·alli, noma-
peamento para o sistema de coordenadas padrao definido por (, o diferencial 
de comprimento do elemento dxe e: 
(4.105) 
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0 jacobiano de transforrna<;ao e expresso por Je = dit. 
Observa-se que o jacobiano unidimensional para coordenadas cartesia-
nas utilizado no presente trabalho e apresentado e detalhado no final deste 
capitulo. 
Ern ( 4.104), as parcelas da rnatriz de rigidez e vetor de car gas pod em ser 
reescritas por: 
(4.106) 
(4.107) Jt = 1 [lV;Px + N;py + NiPz + Nimx + Nimy - Nimz] Jed~ 
Avaliando-se nurnericarnente (4.106) e (4.107), utilizando a regrade qua-
dratura sirnetrica de Gauss para elementos de barra, tem-se para cada ele-
mento finito a matriz de rigidez e vetor de cargas dados por: 
n 




f["" 2::: [(NiPx + NiPy + NiPz + Nimx + Nimy- Nimz) Je]<=<k Wk 
k=l 
(4.109) 
Onde Wk representa o peso do k-esimo ponto de integra<;iio e n o mirnero 
total de pontos de integra<;ii<:J ern fun<;ao da ordem do polin6mio do elernento. 
Observa.;;oes 
1. as condigoes cinernaticas dessa forrnula<;ao niio incluern empenamento 
(se<;6es planas permanecem planas). A medida que a rela<;ao com-
prirnento /largura e cornprirnento /altura diminui, est a formula<;iio de 
barras niio e bern aplicada; 
2. o elemento deve ser aplicavel sem restri<;6es a qualquer rela<;iio entre 
altura e comprirnento da barra; 
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3. o valor da rigidez a ton;ao e superestimado. Isto devido ao fato da 
presente formulagao nao prever 0 empenamento. 
4.4.3 Extensao da formula<;;ao de Timoshenko para vi-
gas curvas 
Supoe-se que uma viga curva e caracterizada pelo parametro ~· Assim as 
coordenadas do eixo siio ( x ( 0 , y ( 0 , z ( ~)). Baseado nisto, urn vetor unitario 








at; + at; + ot; 
(4.110) 
Conforme Devloo[12], associado ao vet or axial v1 ( ~) como ilustra a Figura 
4.10, definem-se os eixos i/2 e i/3 que caracterizam os eixos locais principais 
do elemento de barra. 





Figura 4.10: Sistema de eixos associado ao ponto de integra<;iio para o ele-
mento de barra, onde (ift; = i/1, v~ = vz, v< = i/3). 
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Assim, as expressoes das formulac;oes apresentadas para elementos de 
barra podem ser reescritas por suas coordenadas locais: 
(4.112) 
Considerac;oes geometricas 
A forrnulac;iio variacional que utiliza a Teor·ia de Timoshenko, objeto alvo 
para o tratarnento de elementos de barra apresentados no presente trabalho, 
procura atender as seguintes condic;oes: 
1. a geometria do elemento deve permitir que se discretize corn suficiente 
precisiio uma curva, tao complexa quanto se deseje; 
2. corn vistas a aplicac;iio ao calculo de elementos espaciais de barras, 
deve-se fazer uma escolha de fungoes parametricas de deslocarnentos 
generalizados tais que sejarn satisfeitas autornaticarnente as condic;oes 
de continuidade nas interfaces; 
3. o elernento deve ser aplicavel sern restric;oes a qualquer relac;iio entre 
altura da sec;iio e cornprirnento da barra. Deve-se, por consequeneia, le-
var ern conta as deforrnac;oes devidas tanto aos esforc;os normais quanto 
aos esfon:;os cortantes. Siio admitidas as hip6teses classicas da teoria 
de vigas no regime elastico linear para pequenos deslocarnentos e pe-
quenas deforrna<;oes, substituindo-se as hip6teses das sec;oes planas e 
norrnais ao eixo do elernento pelas hip6teses de Tirnoshenko. 
0 elemento e definido por correspondencia entre as coordenadas globais 
1:, y, z e a coordenada curvilinea ~. A coordenada ~ do elernento rnestre 
do programa varia de -1 a + 1. Na se<;iio transversal, para urn dado ponto, 
define-se o vetor ih (~) na direc;ao axial do elemento, conforme (4.110) e os 
vetores fh e iJ3 nas direc;oes dos eixos principais de inercia. 
No programa utilizado para a aproxima<:;iio de elementos finitos existe 
uma forte separac;ao entre o mapeamento geometrico e as func;oes de inter-
polac;ao das variaveis do problema. 0 usuario pode definir func;oes distintas 
para serem utilizadas para a interpolac;ao da geometria e para a aproximac;ao 
computacional do calculo. 
Para a validac;ao da aproxirnac;ao dos elementos de barras retas e curvas 
no espa<:;o foram utilizadas as seguintes aproximac;oes geornetricas: 
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• elemento reto, numa posiGiio qualquer do espac;o e discretizado linear-
mente, onde urn ponto generico e descrito pelas coordenadas cartesianas 
x, y e z; 
• elemento de eixo curvo, discretizado de forma quadn1tica, onde urn 
ponto generico e descrito pelas coordenadas cartesianas x, y e z; 
• elemento de eixo curvo, numa posi<;iio qualquer do espa<;o, onde urn 
ponto generico e descrito atraves de coordenadas cilindricas r, e e z. 
E necessaria conhecer os jacobianos unidimensionais para as transfor-
mac;oes entre os elementos deformados descritos em coordenadas cartesianas 
ou coordenadas cilindricas e o elemento mestre descrito em coordenada adi-
mensional ~. 
Jacobiano unidimensional para coordenadas cartesianas 
Segundo Becker[7], o jacobiano para coordenadas cartesianas unidimen-
sionais e definido por: 
x =I: x.;N; (~) 
y =I: y;N; (~) 
z =I: z;N; (0 
Assim, pode ser reescrito por: 
e 
~~ =I: x;Nf (E) 
' 
~r = 2.:: y;N: (~) 
' 
~~ =I: z;Nf (0 
' 
Je = (8x(~))
2 (8y(~)) 2 (8z(~)) 2 
a~ + a~ + a~ 
(4.113) 
(4.114) 
Como vetor ·i11 (~) descrito em ( 4.110) e os vetores V2 e 1ls, pode-se calcular 
diretamente as contribuic;oes dos coeficientes de rigidez locais na matriz de 
rigidez global sem a necessidade de mudan<;a do sistema de coordenadas. 0 
vet or v1 ( 0 pode ser reescrito na forma: 
-- 1 (ox(~) oy(~) 8z(0) 
1!1- je ~'~'~ 
Os vetores v2 e V3 sao expressos por: 
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(4.115) 
:v- (v.ih) if1 
llv- (v.v1) vdl 
e (4.116) 
Onde v e urn vetor auxiliar de referenda, obtido externamente ao progra-
ma, nao necessariamente perpendicular a iJ1 . 
No presente trabalho foi implementado apenas o caso particular do vetor 
v paralelo ao eixo global y. 
0 vetor Ih e originado da combina<;ao linear entre os vetores fi1 e v, ap6s 
a imposi<:;ao de duas condi<;oes: 
l. produto escalar entre ·ih eve igual a zero (iJ1.0 = 0); 
Assim, torna-se possfvel calcular em cada ponto de integra<;ao os deslo-
camentos e rota<;oes em fun<;ao da orienta<;ao dos eixos no ponto. 
Jacobiano unidimensional para coordenadas cilfndricas 
Para realizar o calculo das deforma<;oes e a analise de esfon;os em ek~ 
mentos curvos no espa<;o com maior precisao, foi desenvolvido urn elemento 
finito unidimensional, descrito em coordenadas cilfndricas, que pudesse mais 
precisamente descrever a geometria do problema. 0 jacobiano da trausfor-
ma<;ao de coordenadas cilindricas para coordenadas unidirnensionais ( para 
o elemento mestre pode ser obtido como segue: 
En tao 
r (() =2>;Ni(() 
e (() =L. e;Ni(() 
z (() =L, z;N; (() 
e g~ =L. e;N; (0 
' 
~~ = L, z;N; (() 
' 
[ 
~e l [ cos e -rsene o l [ ~( l 
J= gr = sene cos(;/ 0 ~~ 




on de r, (;I e z represent am as coordenadas ern rela<;ao ao sistema de coorde-
nadas cilindrico, tornado em cada ponto de intcgra<;ao. 
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Capitulo 5 
Elemento de placa 
5.1 lntroduc;ao a teoria de placas 
Define-se placa como urn caso particular de urn solido tridimensional no 
qual uma das dimens6es e muito menor do que as outras duas e o carrrega-
rnento e aplicado na direc;ao da menor dimensao, gerando efeitos de flexao e 
de cisalhamento. 
Estruturas do tipo placa encontrarn uma grande variedade de a plicae; 6es 
na pnitica da engenharia tais como: lajes de edificios, cascos de navios, estru-
turas aeroespaciais, muros de conten<;iio, caixas d'agua, reatores nucleares, 
fundac;oes. 
Neste capitulo siio apresentadas teorias para placas formuladas a partir 
de duas hip6teses cinematicas sob linearidade geometrica. Sao estudadas 
as formulac;oes que decorrem dessas duas diferentes hip6teses cinernaticas: 
Teoria de Kirchoff e Teoria de Reissner-Mindlin. 
No decorrer deste capitulo algumas definic;oes sao apresentadas de forma 
repetitiva. Essa estrategia foi adotada para que as duas teorias para placas 
apresentadas possam ser estudadas independentemente, sem a necessidade 
de se recorrer a definic;6es encontradas em capitulos anteriores. 
Na Teoria de Kirchoff para placas finas, as deformac;6es transversais sao 
nulas devido a nao imposic;ao da rotac;iio das normais a superficie. 
Urn novo modelo foi proposto por Reissner·[26] em 1945 e por Mindlin[18] 
em 1952, no qual consideram a influencia da deforrnac;ao transversal, possi-
bilitando a utilizac;iio da teoria para diferentes espessuras de placas. 
Na Teoria de Kirchoff existe a dificuldade grande de se encontrarem 
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fungoes de forma que satisfagam os requisitos de continuidade de flechas 
e rota<;oes nos elementos. A Teoria de Rei.ssner-Mindhn faz menos restritiva 
a hip6tese de ortogonalidade da normal a superffcie deformada, o que intro-
duz o efeito de deformagao por cisalhamento transversal, permitindo assim a 
analise de placas espessas. 
Os elementos de placa baseados na Teoria de Reissner-Mindlin aceitam 
fun.;oes de forma de classe C0 0 que elimina efeitos de nao-conformidade 
que aparecem em elementos de Kirchoff. Em contrapartida, o prego que se 
paga pela utiliza.;ao de elementos de Reissner-Mindlin e que pod em aparecer 
dificuldades de ordem numerica quando de sua utilizagiio em placas muito 
finas, obtendo com isso solu<;oes muito rfgidas devidas a influencia excessiva 
dos termos de for<;a cortante, o que e conhecido na literatura como efeito de 
bloqueio ou shear-locking. 
0 problema pode ser elirninado com tecnicas de integra<;iio reduzida ou 
atraves de uma modifica<;ao da energia de deformagao cisalhante, de modo a 
eliminar termos espurios do funcional. Urn outro artiffcio para contornar o 
problema e a utiliza<;ao de fum;oes de interpola<;ao de ordem maior ou igual 
a 4, sem qualquer alteragao do funcional da energia de deformagao. Neste 
trabalho optou-se por este caminho. 
Maiores detalhes das teorias de placas e de elementos finitos desenvol-
vidos para placas podem ser encontrados em Hinton & Huang[14], Bathe 
& Dvorkin[6], Zienkiewicz & Taylor[39] e Onate, Zienkiewicz, Suarez & 
Taylor[20]. 
Considere-se o domfnio da placa denotado da seguinte maneira (Hughes[15]). 
On de: 
S: proje<;iio do domfnio !1 sobre a superffcie de referenda; 
t: espessura da placa. 
Geometricamente, placas sao iguais aos planos elasticos, contudo as placas 
estiio sujeitas somente ao carregamento transversal ( carga perpendicular ao 
plano da placa), nao haven do car gas atuando no plano da placa. 
Na essencia, as distintas teorias de placas diferenciam-se nas hip6teses 
sobre a rota<;iio das normais em rela<;ao ao plano medio. Dessa forma, a 
Teoria de Kirchoff tambem conhecida por TeoTia Classica de Placas Delgadas 
estabelece que as normais se mantem retas e ortogonais a superffcie media e 
os elementos necessitam de continuidade C1, por existir derivada segunda da 
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flecha na expressao dos trabalhos virtuais. Por outro !ado, teorias como a de 
ReissneT-Mindlin, nao exigem ortogonalidade com a deformada da superficie 
media da plaea ap6s a deforma<;ao. 
5.1.1 Convenc;ao de sinais 
Adota-se para conven<:;ao de sinais das rota<;oes a regra da mao-direita, 
aplicada sobre os eixos cartesianos positivos. Os deslocarnentos no elemento 
de placa sao representados nesse capitulo por tres transla<:;oes ux, uy e ·uz 
nas dire<:;oes dos eixos cartesianos x, y e z e tres rota<:;oes e," By e ez em 
torno dos eixos :r, y e z; portanto admitindo seis graus de liberdade por 
n6. E importante salientar que essa conven<:;ao de sinais e necessaria para as 
aspira.;oes de se estender a teoria para aplica<:;oes no espa<:;o tridimensional. 
Entretanto, como ilustra a Figura 5.1, essa ado<;ao de rota<:;oes acompanhando 
os eixos cartesianos traz uma pequena complica<:;ao pelo fato de que a rota<:;ao 
positiva em torno do eixo cartesiano x produz tra<;ao nas Iibras superiores da 
placa e rota<;ao positiva ern torno do eixo y produz tra<;iio positiva nas Iibras 
inferiores da placa. 
'· 
Figura 5.1: Convengao de sinais adotada para as rota~oes no elemento de placa. 
5.1.2 Teoria de Kirchoff para placas 
A superffcie plana equidistante das superficies superior e inferior da placa 
denomina-se plano medio ou ainda superffcie media. Por outro !ado, define-
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se "estado de placa" ao estado em que somente atuam as a<;6es normais ao 
plano m<~dio da placa e momentos que estao contidos nesse plano. 
Hip6tese cinematica 
Para simplificar o problema, .Kirchoff criou em 1850 uma teoria estrutural 
levando esta para urn modelo bidimensional baseado nas seguintes hip6teses: 
1. Em pontos da superffcie media Ux = u11 = 0; 
2. As defiex5es da placa sao pequenas, comparada com sua espessura; 
3. A tensao normal transversale desprezfvel (az = 0); 
4. As normais a superffcie de referencia indeformada da placa permanecem 
normais a superffcie de referenda deformada e nao sofrem variac;ao de 
cornprimento, dessa forma as deforrna<;6es cisalhantes transversais sao 
nulas. 
/i!JI 1/ll!J UUUIIi 
'· 
'· 
Figura 5.2: DeformaGao do plano media de uma placa delga.da e rotac;ao da nor-
mal. 
A Figura 5.2 apresenta o deslocarnento de urn ponto pertencente ao plano 




Na Twria de Kirchoff considera-se que os giros do plano rnedio ern urn 
ponto coincidern corn a derivada do plano rnedio nesse ponto, corn isso e 
adotando o sistema de conveno::;ao para os deslocarnentos e rota<;oes ilustrados 
na Figura 5.1, tern-se que: 
8uz • --=ex= -ey ax e (5.3) 
Ao substituir (5.3) ern (5.2) obtern-se: 
[ l [ au.] 
flx -z x 
ii = ~: = -::~ (5.4) 
Deformao::;oes 
A rnatriz jacobiana de deslocarnentos, partindo de (5.4), e dada pela 
seguinte expressao rnatricial: 
_
7
EJ2uz 82 uz EhL -z-- -= "' 8:c2 axay {J:r 
J= 
8 (ilx, ily, ilz) 
i)2 -z[J2uz -~ (5.5) 8 (x, y, z) -z~ D:r.:Dy Jy2 i)y 
~ ~ au. ox i)y Dz 
Pela teoria dos pequenos deslocarnentos e deforrna<;oes, o tensor das de-
forrnagoes E sob linearidade geornetrica e definido por: 
E = ~ (J+ l) (5.6) 




~ -z axz 8x8y 




As componentes niio nulas do tensor das deforma<;oes E podem ser escri-






















lxy -2z D'u, fJxOy 
On de lyz, 1 xz e 1 xy sao as componentes de distorgoes e E:r e e11 sao as 
deforrna<;oes nas dire<;oes x e y existentes na plaea. 
Observa-se que para a Teoria de Cla.ssica de Placas Delgadas, as compo-
nentes de diston;ao lyz e lxz sao nulas. 
Tensoes 
Considera-se na presente teoria de plaeas o estado plano de tensoes. 0 
tensor das tensoes pode ser escrito genericamente na forma: 
(5.10) 
On de T xy e a tensiio atuante no plano normal ao vetor €,, e as tensoes u x 
e u 11 atuam normais ao plano formado pelos veto res e11 ez e e',Jh, respectiva-
mente. Observa-se que para essa teoria a tensao u z = 0 ( despresfvel). As 











Os eslon;os solicitantes em urn elemento de placa sao for~as cortantes Vxz 
e Vyz, momentos fletores Mx, My e momenta volvente Mxy, definidos por: 
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Para a formula<;ao das equat.;6es constitutivas considerou-se que o mate-
rial e elastica, linear e isotr6pico. A equa<;ao constitutiva da elasticidade e 
lormalmente representada por 
(J =DE (5.13) 
e a matriz constitutiva do material e definida por: 
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1 ll 0 0 0 
D= E 
ll 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 (5.14) 
(1 - v 2) 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 (1-v) -2-
Esfor«<os e deforma«<i'ies generalizadas 
N a Teoria Classica de Placas, o vetor dos esforgos internos ou tensoes 
generalizadas a e definido por: 
Vxz Txz 
Vyz 
= .l:1 Tyz &= Mx ZJx dz (5.15) 
My 2 zcry 
Mxy Zlxy 
Pelas equa<;oes constitutivas a relagao tensao-deforma<;iio pode ser escrita 
por: 
E 
C!x (1 _ v 2) (Ex+ VEy) 
E 
cry (1 _ v 2) (vEx+ Ey) 
C!z 0 
Tyz 0 
Txz = 0 
Txy Gfxy (5.16) 
Substitui-se (5.16) em (5.12) e, observando que as for<;as cortantes nao 
produzem trabalho, obtem-se os esfon:;os solicitantes ou tensoes generalizadas 













Z [ (l.:'v') (Ex+ VEy) l 
Z [ (!!v') (vEx+ Ey)] 
Z (G!xy) 
dz (5.17) 
Estes esfon:;os podem serem escritos na forma: 
Mxy = 
[ ( ~;;) + V ( ~~z)] 
c-cl2:-:(-c-~-~-v2"'") [v ( ~:;) + ( ~~z)] 
(5.18) 





-12/{''v') [v ( ~;2) + ( a;;p")] 
-G t' ( 2 a'u,) 12 oxoy 
(5.19) 
A t3 
onde D 12 D. 0 vetor das deforma<;oes generalizadas na placa i':, em (5.19) 







No presente trabalho as a~oes em urn elemento de placa podem ser repre-
sentadas por fon:;as e momentos pontuais e/ou distribufdos. 
As fon;as pontuais sao aplicadas na diregao z global. Os momentos pon-
tuais sao aplicados nas diregoes x e y global. As fon;as distribufdas sao 
aplicadas na superffcie da placa e na dire<;ao do eixo local z, e os rnomentos 
distribuidos sao aplicados na superffcie da placa na dire<;ao dos eixos x e y 
local. 
p, = 0 
'{!y = 0 
'Pz = J~} fzdz 
2 
+" 
mx = Lf zfxdz 
2 
my = j~~} zfydz 
2 
e 
F1 = 0 ( forqa na dire~ao x) 
F2 = 0 ( forGa na direGao y) 
F3 ( forqa na dire9ao z) 
(momenta em torno x) 
M2 (momento em torno y) 
M3 = 0 (momenta em torno z) 
FoT(:a8 c 'lrtO'ft/.e'/J,toc; co·!u:cntnulos 
(5.21) 
A conven<;ao de sinais e a mesma utilizada nas formula<:;oes, expressa pela 
regra cia mao direita. 
As for<;as de corpo fx, /y e fz, apresentadas na formula~iio, exprimem 
for~as por unidade de volume. 
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Formula<;iio variacional 
0 trabalho virtual dos esfon;os internos de uma barra e igual ao trabalho 
virtual das a<;oes e sob condi<;oes de contorno essenciais, pode-se demonstrar 
sua equivalencia com as equa<;oes diferenciais que expressam o equilibria. Na 
formula<;ao que segue, para facilitar a nota<:;ao, eventualrnente serao usados 
os indices 1, 2 e 3 em correspondencia a x, y e z. Adota-se tambem que 
{!]& fJ:!& 
U3,x = Ox e U3,y = Oy . 
A partir do Prindpio dos Trabalhos Virtuais tem-se: 
(5.22) 
0 domfnio pode ser representado pela soma dos sub-dominies e ao consi-
derar dA = dxdy pode-se escrever: 
1··· df! = ~ 1" ··· dfle = ~ L 1:~ ... dzdAe (5.23) 
Aplica-se as deforma<;oes existentes e ainda com as considera<;oes estabe-
lecidas em (5.23) tem-se que: 
0 - ~ {L L:~ [Ot:xO"x +8t:yO"y +D!xyTxy] dzdAe 
.l 1:~ (8uxfx + 8uyjy + 8uzfz) dzdAe 
" 2 
-1" (8u3F3 + 8u3.xMy + 8u3,yMx) dre} 
Substituindo (5.9) e (5.4) em (5.24) obtem-se: 
ne~ {J' !+~ [(- fJ28Uz) (- fJ28uz) 0 L Z fJ 2 D"x + Z fJ 2 O"y 
1 
A _i X y 
e= e 2 
+ ( -2z~;;;) Txy] dzdAe- L 1:~ [ ( -z 0;~z) fx 




Heordenando (5.25) e possfvel escreve-la em funGiio de deslocamentos vir-
tuais associados aos correspondentes esfon;os: 
0 
- ( 
0~~z) /:~ zf,dz 
~ 
-l, (6·n3F3 + 0U3,xMy + 6u3,yMx) df,} 
Aplica-se (5.18) em (5.26) obtendo: 
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(5.26) 
Reescrevendo (5.27) tem-se: 
0 sistema simetrico e bilinear e representado por: 
a (8u, u.) = (8u, f)+ (8u, T)r 





(on, T)r (5.30) 
Discretiza<;;iio utilizando o metodo dos elementos finitos 
Para obter a formula<;ao de elementos finitos de plaea pela Teoria de Kir-
choff, necessita-se escrever os deslocamentos n em termos de deslocamentos 
nodais up mediante a defini<;ao de uma base de fun<;6es de interpola<;ao como 
segue: 
u = Nnp (5.31) 
onde N representa as fun<;6es de forma utilizadas para encontrar a solu<;ao 
numerica aproximada do problema. 
A matriz dos coeficientes de interpola<;ao Ni que aparece nas express6es 
abaixo, tern seu indice i dado pela ordern do polinornio de interpola<;ao uti-
lizado na aproxirna<;ao. 
0 vetor das deforrna<;6es generalizadas E: em (5.20) pode ser escrito rna-






2u") ne/ ( 02 N ) net 
e= 7);?2 =I: ~ Ox2iUzi =LEi Uzi (5.32) 
-(~;,") i=l ( 0
2
N ) i=l 
(au,) - vnz, ax i 
-2 ( a2u.) -2 ( a'N,n ) (au,) 8y i 
8x8y 8x8y Zi 
Para a irnplementa<;ao cornputacional e necessario escrever a matriz B 
que representa o operador diferencial aplicado as fungoes de interpola<;ao da 
matriz de deforma<;ao generalizada. 
Assim, por (5.32) tem-se que a matriz B e definida por: 
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0 0 0 0 0 
0 0 a
2 N 
- axl 0 0 
Bi= 0 0 0 0 0 (5.33) a2 Ni 0 0 0 -7Jili" 0 
0 0 0 0 ( a2N,) - 2 oxoy 
Com isso, a matriz de rigidez e o vetor de cargas do elemento sao obtidos a 
partir da substitui<;iio de (5.14) e (5.33) em (5.30) dando origem a expressiio: 
JAo NapzdAe 
- JA" NamxdAe- Jr, NaMldfe (5.34) 
- JA, NamydAe- Jr, NaM2dfe 
Substitui-se (5.34) em (5.28) e obtem-se a formulac:;ao variacional do pro-
blema expressa em fun<;iio das matrizes BeD, como segue: 
o ~ { [L (BrtJB)] dAe 
- { [-N;mx- N;my + NiPz] dAe 
h 
-l, (8N;Fs + 6N;,xMy + 6N;,yMx) dl'e} (5.35) 
Em (5.35) as parcelas da matriz de rigidez e vetor de cargas sao separadas 
e expressas por: 
K" = L ( BT DB) dAe (5.36) 
f" { ( -N;m, - Nimy + N;pz) dAe 
h (5.37) 
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No presente trabalho o sexto grau de liberdade e considerado colocando-se 
o valor unitario na diagonal da matriz de rigidez. 
Ao mapear para o sistema de coordenadas padrao definido por ~ e ry, o 
diferencial de superffcie do elernento e dado por dAe e pode ser escrito por 
dAe = det Jed~ dry 
onde Je e a matriz jacobiana dada por: 
J" _ iJf. l!f. _ l!f. Xi ~Yi 
[ 
i!x By ] [ i!N,' EiN,' ] 
, - ~~ g~ - D:::; Xi a~; Yi 
(5.38) 
(5.39) 
As coordenadas nodais do elernento em rela~ao ao sistema global de co-
ordenadas sao representadas por Xi e Yi. 
A inversa da rnatriz jacobiana JC e dada por: 




As derivadas cartesianas das fun~oes de interpola~ao podern ser obtidas 
pela regra da deriv~ao ern cadeia: 
[ ~ ] = [ :; : J [ ~ ] = Je-1 [ ~11;1 ] f)y [)y [)y f)ry v (5.41) 
Dessa rnaneira, (5.36) e (5.37) ficarn: 
(5.42) 
1(=1 1~=1 r = <=-I ~=-I ( -Nimx- N,my + NiPz) det Jed~drJ (5.43) 
Notar que os coeficientes da rnatriz B ern (5.42) deverao estar expressos 
atraves de derivadas no sistema~' ry. Para isso, basta substituir (5.41) ern 
(5.33). 
Nurnericarnente as equa~6es (5.42) e (5.43) podem ser escritas utilizando 
a regra de quadratura de Gauss para retangulos, conforrne Dunavant[13]. 
Assirn, tern-se para cada elernento finito. 
107 




Wk representa o peso do k-esimo ponto de integra<.;iio e n expressa o 
numero total de pontos de integra<;iio em fun<;ao da ordem polinomial do 
elemento. 
5.1.3 Teoria de Reissner-Mindlin para placas 
A Teoria de Reissner-Mindlin e obtida da Teoria de Kirchoff pela mo-
difica<;iio da hip6tese de ortogonalidade da normal durante a deformagiio da 
placa. 
Hip6tese cinematica 
As hip6teses da Teoria de Kirchoff ficam rnantidas e aplica-se urna rno-
difica<;ao sornente na hip6tese ern que as Iibras norrnais a superffcie media 
de referencia da placa perrnanecern retas. Nessa teoria as Iibras niio rnais 
necessariarnente perrnanecem perpendiculares a superffcie de referencia de-
forrnada. 
Adota-se o sistema de convengao de sinais para os deslocarnentos e ro-
ta<.;oes ilustrados na Figura 5.1, caracterizado pela regra da mao direita. 0 
deslocarnento de urn ponto pertencente ao plano medio da placa e expresso 
pela cinematica de deslocarnentos por: 
[ 
ilx l [ -z!J x l [ zO y l 
U= ~: -~:y -~:x (5.46) 
A Figura 5.3 considera a Teoria de ReissneT-Mindlin. Dessa forma tem-se 
urn meio termo entre entre a posigiio da libra no estado inicial e a libra consi-
derando a Teoria de KiTchoff Observa-se na Figura 5.3 que as rota<;oes !Jx e 
IJY representam a regra simplificadora de conven<.;iio de sinais, anteriorrnente 
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Figura 5.3: Deforma~iio de uma placa de Reissner-Mindlin. 
Deforma~<oes 
A matriz jacobiana de deslocamentos, partindo de (5.46) e dada pela 
seguinte expressiio matricial: 
[ 
za;; za:: Oy l 
_ 2 aex _ 2 aex -0 {)x {)y X 
&uz Ouz Q 
&a 7fii 
Pela hip6tese dos pequenos deslocamentos e deforma<;oes, 
deforma<;oes E sob linearidade geometrica e definido por: 
1 
E = 2 (J+ l) 
Substituindo (5.47) em (5.48) obtem-se: 
z (~) -Z ( 8Bx _ ~) (~::' + Oy) iJx 8x By 
E= -z(~-~) -z (~) ( 8a';; - Ox) Dx Oy 
( iJux + e ) ax y (~-e) {)y X 0 
(5.47) 
o tensor das 
(5.48) 
(5.49) 
As componentes niio nulas do tensor das deforma<;oes E podem ser escri-









Reescrevendo ( 5. 50) em fun~iio das derivadas parciais dos deslocamentos 
tem-se: 
Ex i!!!JL za 
Ey -zifox [Jy 
Cz 0 
e= &uz - e (5. 51) 
lyz By X 
~Uz + e 
lxz t y - z _/!Q;,_ - i!!!JL ) 
lxy 
ax 8y 
on de 1 yz, /.,z e 1 xy sao as componentes de diston:;6es e Ex e Ey siio as defor-
mac:;6es nas direc:;6es x e y existentes na placa. 
Observa-se que para a Teoria de Reissner-Mindlin as componentes lyz e 
lxz existem e contribuem para a diston;ao nos planos yz e xz, caracterizando, 
com isso, a existencia de deforma<:;6es cisalhantes para este elemento da placa. 
Tensoes 
Considera-se na presente teoria de placas o estado plano de tens6es. Com 
isso, o tensor das tens6es pode ser escrito na forma: 
f = Uxi!x + ayf!y + Tyzez + Txzf!z + Ta:yBy (5.52) 
on de T yz, T xz e T xy SaO as tenS08S atuantes !lOS plan OS normais aDS veto res ey, 
ex e ifx respectivamente. As tens6es CJ x e CJ y atuam normais ao plano formado 




Os esfon;os solicitantes em urn elemento de placa sao fi:m;as cortantes Vu 






Amilogo ao apresentado para a placa de KiTchojJ, a equa<;ilD constitutiva 
da elasticidade e formalmente represent ada por: 
(J =DE 
Na seqao transversal de uma placa observa-se que a distribuiqao de tens6es 
cisalhantes nao e constante na espessura. Geralmente esta distribui<;ao possui 
a forma parab6lica com valores nulos nas faces superior e inferior da placa. 
Para contornar este problema, aplica-se nas tens6es cisalhantes transversais 
urn coeficiente de modo que o trabalho de deformaqao das mesrnas coincida 
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corn o trabalho realizado pelas tensoes transversais "exatas". Assim, pode-se 
afirrnar que o trabalho de deforrnagao global da placa coincide corn o exato, 
ao passo que localrnente as tens6es tangenciais nao possuern a distribui<;ao 
correta. 
Estes coeficientes conhecidos como coeficientes de distor<;ao transversal 
sao obtidos a partir de urn procedirnento energetico. Ern placas de espessura 
constante e material hornogeneo seu valor e a= ~(Zienkiewicz & Taylor[39]), 
o qual sera considerado a partir da expressao que segue. 
Corn isso, rnatriz constitutiva1 D considerando o material elastica, linear 
e isotr6pico, 6 definida por: 
(l~v) 
a-2- 0 0 0 () 
() (l~v) 0 0 0 E a-2-
D = (1- v2) 0 0 1 v 0 
0 0 v 1 0 
0 () () () 
(J ~v) 
2 






Esfort:;os e deformat:;oes generalizadas 
E 
Dr = ~----,"" 
(5.55) 
[ 
1 v () l 
v 1 0 
0 0 v 
(5.56) 
0 vetor dos esfor<;os internos ou tens6es generalizadas fr para a teoria de 





fr= Mx ZJx dz (5.57) 
My 2 ZCJy 
Mxy ZTxy 
Das equa<;6es constitutivas tern-se a rela<;ao tensao-deforrna<;ao ern placas 
expressa como segue: 
1 As parcelas De e D1 da matriz constitutiV'a em (5.56) reportam a contribui<;ao do 
material em rela<;B.o a rigidez de cisalhamento e fiexiio, respectivarnente. 
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E 
ax (l _ v2) (ex+ Vcy) 
E 
(vex+ cy) Cly --
Tyz aGlyz 
Txz ·--· aGixz 
Txy = Glxy (5.58) 
Substitui-se (5.58) em (5.54) e observando que para essa teoria aB fon;as 
cortantes produzem trabalho, obtem-se os esfon;os generalizados em urn ele-






afZ (Giyz) dz 
' 2 l 
u= Mx J~-l z [ (!_:'v') (ex+ Vcy) dz (5.59) 
My I+~ [ E l ---~ z (l-v') (vex+ cy) dz 
Mxy +1 LZ z (G!xy) dz 
2 





Mxy = (5.60) 
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0 vetor das tensoes generalizadas e reescrito por: 
;.,. -.-v --
atG ( 8u" + e ) ax y 
atG (IJ.:!!..- e ) Jy X 
Et3 
12(1-v2) [(~)-v(~)] 
~ [v ( 0:; ) _ (a;; ) ] 
(5.61) 





0 vetor das deforma<;oes generalizadas €, em (5.61), e expresso por: 
(i)u"+0) ax y 
(~-ex) 




iJBx _ BOy) 
ax Oy 
A<;oes 
Neste trabalho as a<;oes em urn elemento de placa podem ser representa-
dos por forgas e momentos pontuais ou distribufdos aplicados nos n6s e na 
superffcie do elemento respectivamente. 
114 
As fon;as pontuais sao aplicadas na dire<;ao z global. Os momentos pon-
tuais sao aplicados nas dire<;oes :r e y global. As for<;as distribufdas sao 
aplicadas na superffcie da placa e na dire<;ao do eixo local z e os momentos 
distribufdos sao aplicados na superffeie da placa na dire<;ao dos eixos x e y 
local. 
Px = 0 
Py = 0 
Pz = J:} fzdz 
2 
r+! ' rnx =, _, zfxdz 
2 
J+~ f d my= _ 1 z y z 
2 
rnz = 0 
F01'(;o,s f nwrnentos dist1'ilm£dos / fi.n~n 
e 
F1 = 0 (for~a na dire<;iio x) 
F2 = 0 ( for<;a na dire<;iio y) 
F3 ( fon;a na dire<;iio z) 
M1 (momento em torno x) 
M2 (momento em torno y) 
M3 = 0 (momento em torno z) 
Fon;as e '11/.0rncntos conccntrados 
(5.65) 
A conven<;iio de sinais e expressa pela regra da mao direita, As fon;as de 
corpo fx, jy e fz apresentadas na formula<;iio expressarn for<;as por unidade 
de volume. 
Formula<;iio variacional 
0 trabalho virtual dos esfon;os internos de uma barra 6 igual ao trabalho 
virtual dos esfon;os externos e sob condi<;oes de contorno essenciais pode-se 
dernonstrar sua equivalencia com as equa<;oes diferenciais que expressam o 
equilfbrio. Na formula<;ao que segue para facilitar a nota<;iio, eventualmente 
seriio usados os indices 1, 2 e 3 em correspondencia a x, y e z. 
A partir do Princfpio dos Trabalhos Virtuais tern-se: 
(5.66) 
0 domfnio pode ser representado pela soma dos sub-dornfnios e ao consi-
derar dA = dxdy pode-se escrever: 
(5.67) 
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Aplica-se as deforma<;6es existentes e dadas as considera<;6es estabelecidas 
em (5.67) tem-se: 
() ~ { .L I:~ [DExO'x + OcyO'y + D"fyzTyz + D"fxz T xz + D"fxyT xy] dzdAe. 
+" -l Ii 2 (Dilxfx + Dilyjy + oilzfz) dzdAe 
" 2 
-l (bu3F3 + toe[Mk) dfe.} (5.68) 
Substituindo (5.51) ern (5.68) obtem-se: 
Reordenando (5.69) e possfvel escreve-la em fun<;ao de deslocarnentos vir-
tuais associados aos correspondentes esfon;:os: 
net 
o - 2:::: 
e=l 




- (bOx) L:~ zfydz +Duz L:~ fzdz dAe 
~
--l (ou3F3+ ~60fMk) dre} (5.70) 
Aplica-se (5.60) ern (5.70) obtern-se: 
por: 
0 ~."' {j' [(860v) Et'3 (80v) _ (860v) uEt3 . (BOx) 
~ Ae OX 12 (1 - u2) OX OX 12 (1 - u2) ay 
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0 sistema e simetrico, bilinear e pode ser escrito por: 
a (6u, u) = (6u, f)+ (6u, T)r (5. 73) 
Cada termo e representado por: 
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(5.74) 
Discretiza'<ao utilizando o metodo dos elementos finitos 
Para obter a formula<;ao de elementos finitos de placa pela Teoria de 
Reissner-Mindlin, necessita-se escrever os deslocamentos n em termos de 
deslocamentos nodais ·up, mediante a defini<;ao de uma base de fun<;oes de 
interpola.;:ao como segue: 
n = Nnp (5. 75) 
onde N e a matriz de fungoes de interpola<;ao utilizada para encontrar a 
solw;ao numerica aproximada do problema. 
Conforme Ofiate[21], a matriz dos coeficientes de interpolagao N;, que 
aparece nas expressoes abaixo, tern sen fndice i dado pela ordern do polin6rnio 
de interpolagao utilizado na aproxirnagao. 
0 vetor das deforrna<;oes generalizadas E pode ser escrito matricialrnente 
na forma: 
(au, + e ) ( at,.i 'Uzi + N;Oyi) ax y 
Ux,: 
(~-e) ( 38~i nz, - N;Ox;) f)y X Uyi 
30y 
ner (aN) 0 
ne1 
E= - ax =I: - ~ Yi =I:B; Uzi 
DBx ·i=l ( ~N;) e i=l eXj_ Dy Oy X;, 
( aex _ ~) 
ax {)y ( f!Eig aN; 0 ) 
eYi 
Jx Xi- EiiJ Yi 
(5.76) 
Para a irnplementa<;ao computacional e necessario escrever a matriz B, 
que representa o operador diferencial aplicado as func;oes de interpolagao da 
matriz de deforrna<;ao generalizada. 
Assim, por (5.76), tem-se que a matriz constitutiva2 Be definida por: 
2 As submatrizes Bee B1 em (5.78) representam os operadores cliferenciais aplicados its 
funQOes de forma com relac;iio a rigidez de cisalhamento e fiexao, respectivarnente. 
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0 0 fJNi 0 Ni OX 
0 0 !l!ii -Ni 0 Dy 
0 0 0 0 IJN -='-" 
Bi= ax (5. 77) 
0 0 0 !!l:!i 0 oy 
0 0 0 fJNi ONi 8x -BY 
A expressao (5.77) pode ser dividida em: 
[ ~ 0 
aNi 0 
:i J Be 
ax 
0 !!l:!i -Ni (}y 
[: 
0 0 0 
'"] 
-='-" Dx 
Bt 0 0 
aNi 0 (5. 78) ""- BY 
0 0 !2l:!.i aN - ='-" OX /Jy 
A matriz de rigidez do elemento e calculada atraves da soma das parcelas 
de rigidez cisalhante e de flexao, como segue: 
Ke 
k" c ( rigidez cortante) 
k( ( rigidez a fiexao) 
JA, NapzdAe 
r - JA, NamccdAe- J~, NaMrdfe (5. 79) 
- JA, NamydAe- Jr, NaM2dfe 
Comparando (5. 79) com (5. 72) obtem-se a formulru;ao variacional do pro-
blema expressa em fun<;iio das matrizes B e D e fun<;iies de forma associadas: 
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0 - ~ { [L B~"DcBc + BJDtBr] dAe 
- j' [-N,mx- N;my + N;pz] dAe 
Ae 
- ;· (N;!'3 + tN{Mk) dre} 
I'e k=1 
(5.80) 
Em (5.80), as parcelas da matriz de rigidez e vetor de cargas podem ser 
separadas e expressas por: 
I<: ;· ( B~"DcBc + BJ DtBt) dAe 
Ae 
(5.81) 
ft = ( (-N;rnx - N;rny + NiPz) dAe h (5.82) 
Ao mapear para o sistema de coordenadas padriio, definido por ~ e ry, o 
diferencial de superffcie do elemento e dado por dAe e pode ser escrito por 
(5.83) 
onde Je e a matriz jacobiana dada por: 
(5.84) 
Onde x1. e Yi representam as coordenadas nodais do elemento em rela<;iio 
ao sistema global de coordenadas. 
A inversa da matriz jacobiana Je e dada por: 
Je-l = [ g; g~] = _ 1_ [ g~ -~~] (5.85) 
8< 0J det je _ Dx Dx 
8y 8y 8ry 8( 
As derivadas cartesianas das fun<;oes de interpola<;iio sao obtidas pela 
regra da deriva<;ao em cacleia. 
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[ ~ ] = [ ~; ~: ] [ ~ ] = Je-1 [ ~ ] - 8<81]- -
Oy Oy &y Or1 Or1 




Numericamente a~ equa~oes (5.87) e (5.88) sao escritas utilizando a regra 
de quadratura de Gauss para retangulos, conforme Dunavant[13]. Assim, 
tem-se para cada elemento finito. 
n 




f e "'=' ' ~ [( -Nimcc- Nimy + NiJ!z) det Je] Wk L..- <-<, .. 
k=l 1f=Tfk 
(5.90) 
Wk representa o peso do k-6simo ponto de integra~iio e n expressa o 
rnimero total de pontos de integraqiio em fun<;iio da ordem polinomial do 
elemento. 
5.1.4 Extensao da teoria placa de Reissner-Mindlin pa-
ra cascas curvas 
Em face da grande evolw:;iio conseguida em estudos dos meios continuos, 
tern sido dada relativamente ponca enfase aos sistema~ que associam elemen-
tos espaciais de cascas curvos. 
Sugere-se aqui resolver o problema de cascas curvas com qualquer de-
senvolvimento geometrico no espa<;o tridimensional atrav(~s do Metoda dos 
Elementos Finitos pela associaqiio de elementos de placa curvos com seis 
graus de liberdade por n6, tres transla<;oes e tres rota<;oes. 
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Na formulac;ao foram tornados os cuidados para que o elemento de placa 
pudesse tomar qualquer posi<;ao no espa<;o. Assim, na modelagem do pro-
blema via Metodo dos Elementos Finitos, associou-se em cada elemento no 
espa<;o urn sistema de eixos cartesianos (~, ry, () e o equilfbrio de cada ele-
mento foi calculado em rela<;iio a estes eixos. Foram considerados dois tipos 
de elementos: retangular linear de 4 n6s e retangular quadnitico de 9 n6s. 
Esses elementos forarn utilizados para simular alguns exemplos particulares 
de cascas onde a forrnula<:;iio quadnitica foi testada. 
Os deslocamentos a considerar no problema da placa sao duas transla<;oes 
e duas rota<;oes segundo eixos cartesianos contidos no plano da placa e rnais 
a translac;ao perpendicular a esse plano. Nos problemas de casca os desloca-
mentos de transla<;ao no plano do elemento contabilizam o comportamento 
de membrana na placa. 
Deformac:;oes e tensoes para cascas no plano xy 
Conforme Timoshenko[34], o problema da placa elastica pode ser estuda-
do considerando-se cinco cornponentes de deformagiio: tres devidas a fiexao e 
duas devidas ao cisalhamento. Na formula<;ao para cascas, o efeito de mem-
brana tarnbfm1 contribui. Utiliza-se a notac;ao (nx, 1ty, nz) para deslocamento 
e (11x, 11y, 11z) para rota'iiio. Supoe-se inicialmente que o elemento esteja loca-
lizado no plano xy; o vetor das deformac;oes totais e dado por: 
zaoy Dux 
Ex ox &x 
-zaox Ouy 
Ex iJy 8y 
E= fxy -z(~-~) O:.r Oy + (Dux + 8u.y) ay ax (5.91) 
fxz (it!±.+ g ) ax y 0 
fyz ( &ux _ (1 ) 
{)y X 0 
pla.cn m.r:·mbnuw. 
A primeira parcela refere-se a contribuic;ao de fiexao e cisalhamento trans-
versale a segunda parcela e a contribui'iiio do efeito de membrana. Em (5.91 ), 
as tres primeiras componentes do vetor representam deforma<;oes por fiexao 
( efeito de placa + efeito de membrana) e as duas ultimas parcelas represen-




0 tensor das deforma<;oes pode ser desmembrado em tres partes distintas, 










_ (aex _ aey) 
ax Oy 
(5.93) 















Supoe-se um elemento curvo caracterizado pelos parametros ~ e ry. Assim, 
as coordenadas de um ponto do elemento sao dadas por ( x ( 0 , y ( 0 , z ( 0). 
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Baseado nisso, urn vetor unitario na diregao do eixo ~ do elemento deformado 
e dado por 
(
ox( I.) oy(.O Oz(l.)) 
81_ ' ill. ' ill. 
~ =-r===~~======~==~==~ 
2 2 2 
( il~~<J) + ( a~~<J) + ( a~~o) 
(5.95) 
e urn vetor intermediario unitario u na diregao do eixo TJ do elemento defor-
mado, e definido por: 
( ax(~) iJy(ry) iJz(,l)) 01] ) 01! ) or, 
v = ---r=~=c===~=='===7 
(
iJ';(ry))2 + (iJy(ry))2 + (/)z(ry))2 
fh1 ory ary 
(5.96) 
Associado ao vetor 111 e ao vetor intermediario, conforme ilustra a Figura 
5.4, definem-se os vetores i12 e i13. 
-
v, 
Figura 5.4: Sistema de eixos associado ao ponto de integragiio do elemento de 
case a. 
Com isso, qualquer ponto da segao e localizado pelas coordenadas: 
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(5.97) 
Assim as expressoes que representam o vetor das deformagoes generaliza-











_ (ae, _ ae2 ) 
Ox Oy 
Jacobiano bidimensional para coordenadas cartesianas 
(5.98) 
Partindo do exposto para o caso unidimensional, considera-se o Ja.cobia.no 
ern duas dimensoes calculado como: 
J~ = (5.99) 
Para. o caso bidimensional o Ja.cobia.no e obtido por urn procedimento 
bastante simples, dependendo de urn calculo previo dos vetores D'1, fh e 173 
para sua. determiua<;iio. 
Adota-se a princfpio o vetor v1 na dire<;iio ~ do elernento e considera-se 
urn segundo vetor intermecliario v na dire<;iio 71 do elernento, como ilustra a 
Figura 5.4. Logo, esses vetores unitarios sao expressos por: 
1 (ax 8y oz) 
- ---
J, 8( 8( [)~ 
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- 1 (ax ay fJz) v=----
J" fJry ' fJry' fJry 
(5.100) 
Como 111 e v sao linearmente independentes, entao todos os vetores da 
forma a111 + {3v podem ser representados sobre urn mesmo plano. 
(5.101) 
Conforme Devloo[12], o vetor 112 e dado pela combina<;ao linear entre Ti1 
e v. Ao impor a condi.;ao de que o produto escalar entre o vetor 111 e 1!2 seja 
igual a zero e ainda, que o modulo de II i72 ll = 1, torna-se possfvel determinar 
o vetor 112 . 
Ao multiplicar ambos os !ados da combinagao linear por 111 , segue que: 
111 · 11z a111 · 111 + (Jv · 1!1 
0 vetor 113 e dado por 
0 a+fJ(v·ih) 
11z -- {3 [v - ( v · i7I) 111] 
v- (v. 111) 111 
llv- (v · i11) 11111 















Finalmente o Jacobiano bidimensional e expresso como segue: 
Je = [ Jf ~I · ~J! ] 
0 v2 · vJ2 
(5.106) 
Assim torna-se possfvel caleular em cada ponto de integra~iio os desloca-
mentos e rota<;oes em fun<;iio da orienta<;iio dos eixos no ponto. 
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Capitulo 6 
Acoplamento entre elementos 
6.1 Associa<;ao de elementos de barra com 
elementos de placa 
0 objetivo deste capitulo e apresentar como foi feito o acoplamento das 
matrizes de rigidez dos elementos de barras e de placas, bern como o modo 
com que foi rnontado o vetor de cargas nodais, por contribuigao das agoes no-
dais equivalentes dos rnesrnos elementos, em programa elaborado no ambiente 
computacional PZ, com a finalidade de analise tridimensional de edificios. 
A tecnica utilizada e semelhante a que foi empregada por Buzar[8] que 
analisou o problema de placas a partir de urn elernento finito retangular de 
16 n6s com aproxirnagao lagrangeana e por Santos da Silva[28] que associou 
os elementos de barra e placa para posterior analise elastica. 
No arnbiente computacional PZ, foi feita urna implementa<;ao computa-
cional da associa<fao de elementos finitos unidimensionais de barras baseados 
na Teoria de Timoshenko com elementos finitos de placas formulados com 
a Teoria de Reissner-Mindlin. 0 edificio e idealizado como a associa<;ao no 
espa<;o tridimensional de pilares, lajes e vigas. 
Os pilares e vigas sao discretizados como elementos finitos unidirnensio-
nais de barras com dois n6s de extremidades. As lajes sao discretizadas como 
elementos de placa com 4 n6s de extremidade. 
Do modo como irnplernentado, o prograrna permite que sejarn feitas ana-
lises de elementos curvos de barra e de casca. 
Na linguagern C++ 6 irnportante observar que os indices dos coeficientes 
de matrizes e vetores possui numera<;ao sequencia! que e iniciada no m1rnero 
129 
zero. Dessa forma a primeira componente de urn vetor iJ e v[O]. Assirn, 
para percorrer todas as cornponentes de urn vetor de seis cornponentes, por 
exemplo, utiliza-se urn contador inteiro que varia da posi<;ao 0 ate a posic:;ao 
5. 
Como os coeficientes de rigidez sao fon;as, no acoplamento basta samar 
vetorialmente as componentes de dire<:;oes correspondentes obtendo, entao, 
a matriz de rigidez global por contribui<:;ao das matrizes de rigidez dos ele-
mentos. Como as matrizes de rigidez dos elementos estao expressos em co-
ordenadas locais, cujas dire<:;oes coincidern com as dire<;oes das coordenadas 
globais, basta fazer a correspondencia de indices e realizar a contribui<:;ao dos 
coeficientes de urn elemento nos coeficientes globais a que estao conectados. 
A mesma estrategia e usada para a obten<:;ao das a<:;oes nodais. 
As ac:;oes atuantes num elemento sao transformadas em a<:;oes nodais equi-
valentes nos n6s do elemento e por contribui<:;ao sao superpostos nas a<:;oes 
nodais nas coordenadas globais dos n6s onde o elemento e conectado. 
6.1.1 Barra 
A contribuic:;ao da rigidez de urn elemento de barra espacial e escrito como: 
(6.1) 
sendo K8 a matriz de rigidez do elemento que representa a contribui<:;ao da 
rigidez do elemento de barra para o n6 n da estrutura; u'B e fs sao o vetor 
de deslocamentos e o vetor de cargas, relativos ao n6 n. 
Para o n6 de barra, a contribuic:;iio deste n6 na matriz de rigidez da 













= EAx (N;Nj) V(O,idf)V(O,jdf)W 
=GAy (N;Nj) V(!,idf)V(l,jdf)W 
= GAz (N;Nj) V(2,idf)V(2,jdf)W 
=-GAy (N;Nj) V(!,idf)V(2,Jdf)W 
= GAz (N;Nj) V(2,idf)V(!,jdf)W 
= GAz (N;Nj) V(l,idf)V(2,jrjf)W 
kf;;i+idf+3,6j+jdf) = -GAy (N;Nj) V(2,id!)1i(!,jdf)W 
kf;;i+idf+3,6J+Jdf+3) = GJo (NfNj) vco,idf)V(o,Jdf)W 
k16i+idf+3,6j+jdf+3) - [GAz (N;Nj) + EJyy (N;Nj)] V(!,idf)V(l,jdf)W 
kt'fii+idf+:l,bJ+Jdf+3) [GAy (N;NJ) + Elxz (N;Nj)] v(2,id!)1i(2,Jdf)W 
A nomenclatura apresentada em (6.2) e: 
(6.2) 
• i, j : grau do polinomio de interpola<;ao ( 1, ... , np), on de np representa 
a ordem do polinornio de aproxima<;ao; 
• idf, jdf: graus de liberdade (1, 2, 3); 
• v : vetor de dire<;ao; 
• w : peso no ponto de integra<;ao; 
• n: n6 n; 
• N : fun<:;oes de forma; 
• Ax, Ay e Az : areas das se<;oes transversais da barra; 
• E : modulo de elasticidade longitudinal da barra; 
• G : modulo de elasticidade transversal da bm-ra; 
• Jyy, lzz e 10 : rnomentos de inercia ern y, z e momenta polar, respecti-
varnente. 
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0 vetor de cargas e representado pela associagiio da fun<;iio de forma aos 
carregamentos distribuidos, como segue: 
Jbn 
(6i,O) = N,px 
ln (6i+l,O) = NiPy 
ln = NiPz (6i+2,0) 




(6i+4,0) = Nimy 
l" (6i+5,0) = Nimz 
Os valores Px, Pv, p., mx, my e mz representam for<;as e momentos distri-
buidos par unidade de comprimento. 
6.1.2 Placa 
A rigidez do elemento de placa espacial e escrito par: 
K n n J" pUJ::> = p (6.4) 
Onde K'j; e a matriz de rigidez do elemento que representa a contribui<;iio 
da rigidez do elemento de placa para o n6 n da estrutura; urp e f? sao o vetor 
de deslocamentos e o vetor de cargas, relativos ao n6 n. 
Para o n6 de placa, a contribui<;iio na matriz de rigidez na estrutura e 












(6i+idf +3,6j+jdf +3) 
kPn 
' ( 6i+idf+3 ,6j+ jdf +3) 
kPn 
' ( 6i+idf +3 ,6j+ jdf +3) 
= h [ (l_J'Jv2) N;,xNj,x + GN;,yNj,y] V(O,idf)V(O,,Jdj)'W 
= h [ ( 1~2) N;,xNj,y + GN;,yNj,x] V(O,idf)V(1,jdf)'W 
= h [ ( 1 ~:2) N;,yNj,x + GN;,xNj,y] V(l,iai)V(O,jdf)'W 
= h [ GN;,xNj,x + ( 1 ·~v') N;,yNj,y] V(l,idf)V(1,jdf)'W 
= aGh [N;,xNj,x + N;,yNj,y] V(2,iJf)V(2,jJ()'W 
= -aGh [N;,yNjJ V(2,id!)V(O,jdf)'W 
= aGh [N;,xNj] V(2,idf)V(l,jdf)'W 
= -aGh [N;Nj,y] V(O,idf)V(2,jdf)'W 
= cxGh [N;Nj,x] V(1,idf)V(2,jdf)'W 
_ Eh' [" N (l~v)N N Ga(l·-v) ] 
- !2(1~v'J Hi,y j,y + -2- i,x j,x + h' N,Nj 'U(l,idf)V(2,jdf)W 
12~h'v') [vN;,yNj,x + (l;vJ N;,xNj,y l V(O,idflv(1,jdflw 
12~h
3v2) [vN;,xNj,y + (l;v) N;,yNj,x] V(l,i.Jf)V(O,jdf)'W 




Observa-se que os termos N;,x e N;,y apresentados em (6.5) denotam: 8~~i 
e 8£:/, respectivamente. 
0 vetor de cargas e representado pela associa<;ao da fun<;ao de forma 
aos carregamentos distribufdos. Ressalta-se, no caso de placas, a existencia 
somente de carregamentos normais ao plano da placa e momentos distribufdos 




F" (6i+l,O) =0 
r = NiPz (6i.+2,0) 
(6.6) jPn =Nimx (6i+3,0) 
jP" (6i+4,0) =Nimy 
jP" (6i+5,0) =0 
Os valores Pz, mx e my correspondem a fon;as e momentos distribufdos 
par unidade de area. 
6.2 Sistema de equa<;oes 
Uma vez computada a contribuigao de todos os elementos na matriz de 
rigidez e no vetor de cargas da estrutura, faz-se a contribui<;iio das agoes 
nodais diretamente aplicadas nos n6s no vetor de cargas da estrutura. 
Assim que os dados dos n6s da malha sao introduzidos no ambiente PZ, es-
tes passam por urn procedimento de renumeragao dos n6s denominado Cutil-
Mackee e a matriz de rigidez, ap6s as contribui<;oes de rigidez do elementos 
do problema, 6 entao armazenada em banda para posterior processarnento. 
Chega-se entao a um sistema linear de equagoes da seguinte forma: 
[K][D]=[A] 
onde: 
[K] de ordern n x n e a matriz de rigidez global da estrutura, sem as 
condigoes de contorno; 
[A] vetor de ordem n x 1 das agoes nodais; 
[D] vetor de ordem n x 1 das incognitas de deslocamentos. 
6.3 Condi<;oes de contorno 
6.3.1 Barra 
Para a fixagao da estrutura, foram implementadas condigoes de contorno 
naturais ( N ewrnrnan) e essenciais (Dirichlet). 
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As condigoes de contorno essenciais sao dadas pela imposigao de urn valor 
alto, por exemplo 1012 , na diagonal da matriz de rigidez e no vetor de cargas, 
para os graus de liberdade em que a condigao de contorno esta sendo aplicada. 
No vetor de cargas associam-se tambem coeficientes de fon;a. Dessa maneira, 
para o n6 n, a imposi<;ao dessa condigiio de contorno afetara a matriz de 
rigidez e vetor de cargas: 
jP" (6i,O) = 10
12 F1N;w kbn (6i,6j) = 10
12 NiNJ'U.! 
F'" (6i.+!,O) = 1012FzN;w kbn '(6i+1,6}+1) = 1012 NiNiw 
r = 1012 F3Niw kbn 12 (6i+2,0) (6i+2,6}+2) = 10 NiNJw 
= 1012 M1 N;"w 
e 
kb" 
(6.7) jPn = 1012 N;Niw (6i+3,0) (6i+3,6j+3) 
F'" (6i+4,0) = 1012 M2N;w kb" (6i+4,6j+4) = 1012 N;Niw 
r = 1012M3N;w kbn 12 (6i+5,0) (6i+5,6}+5) = 10 NiNiw 
As condi<;oes de contorno naturais siio dadas pela contribui<;ao de cargas 
(for9as e momentos) pontuais, no vetor de carga.s, nos graus de liberdade 
rcferentes a aplicagao dessas condigao de contorno. Portanto, dado urn ponto 
n, sujeito aos carregamentos nodais existentes, o vetor de cargas fica expresso 
por: 
l" (6i,O) = F1N;w 
l" (6i+J,O) = FzN;w 
Jbn = FsN;w (6i+2,0) 
(6.8) tn = M1Niw (6i+:l,O) 
l" (6i+4,0) = M2Niw 
j'bn 
(6·i.+5,0) = MsNiw 
6.3.2 Placa 
Para a fixagao da estrutura, considere inicialmente uma placa na qual 
coincide o sistema local com o sistema global. Foram implementadas con-
digoes de contorno naturais ( N ewmman) e essenciais (Dirichlet). As con-
digoes de contorno essenciais sao dadas pela imposigao de urn valor alto, por 
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exemplo 1012 , na diagonal da matriz de rigidez para os graus de liberdade 
em que a condigiio de contorno esta sendo aplicada. Dessa maneira, para o 
n6 n a imposigiio dessa condi<;iio de contorno afetara a matriz de rigidez e 
vetor de cargas, como segue: 
jP" (6i,O) =0 kPn (6i.,6j) = 10
12 N,NJw 
jP" =0 kPn 12 (6i+l,O) '(6i+l,6j+1) = 10 N;NJw 
j'Pn = 1012 F3N;w kp = 1012 N;Nj'w (6i+2,0) (<li+2,6j+2) 
= 1012 M 1N;w 




2 ' kf6,+4,6j+4) 






As condi.;oes de contorno naturffis sao dadas pela contribuigao de cargas 
(for9as e rnomentos) pontuais, no vetor de cargas, nos graus de liberdade 
referente a aplicagiio dessas condigiio de contorno. Portanto, dado urn ponto 
n, sujeito aos carregamentos nodais existentes, o vetor de cargas e definido 
por: 
F" (6i,O) =0 
r· (6i+l,O) =0 
r = F3N,w (6~+2,0) 




(6i+4,0) = M2Niw 
r (6i+5,0) =0 
Os vetores de eixos expressos em (6.5) representam o sistema de eixos 
associado ao ponto de integra<;ao do elemento de placa. Com isso, a transfor-
ma<;iio relativa a contribui<;ao na rigidez do n6 e calculado automaticamente 
em termos de contribui<;iio no sistema global. 
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6.4 Obtem;ao das inc6gnitas 
A matriz de rigidez [K], ja impostas as condi<:;oes de contorno, e montada 
no PZ como uma matriz simetrica em banda, isto e, apenas a parte triangular 
superior da diagonal da largura da banda e armazenada. 
A solw;ao do sistema pode ser realizada por diversos metodos diretos, 
vista que o ambiente PZ esta associado corn a biblioteca TMatrix (Santana 
& Devloo[27]), voltada para o tratamento (armazenagem, escalonamento, 
solw;ao) de rnatrizes. Dentre estes rnetodos diretos destacam-se: LDL T, LU, 
LLT. 
0 sistema [K] [D] = [A] foi resolvido por urn metoda direto, no caso o me-
toda de Cholesky obtendo-se a.'lsim os deslocamentos segundo as coordenadas 
globais. 
6.5 P6s-processamento 
A solugao do sistema de equagoes fornece como resultados os deslocarnen-
tos nodais: tres translagoes segundo os eixos globais x, y e z e tres rotagoes 
por n6 ern torno dos eixos globais x, y e z. 
Dentro do ambiente PZ forarn irnplementadas rotina.'l para, a partir dos 
deslocarnentos nodais, efetuar a etapa de p6s-processamento calculando os 
esforc;os solicitantes ern qualquer segao de elementos de barra e ern qualquer 
se<;iio de elementos de placas. 
No trabalho optou-se apenas pela deterrnina<;ao de esfon:;os solicitantes 
ao inves de calculo de tensoes, uma vez que o dirnensionarnento, via de regra, 
e feito a partir dos valores dos esfon;os solicitantes. 
Para o calculo dos esfor<;os nos elementos foi utilizada a forrnula<;ao indi-
cada nos capitulos 4 e 5. 
Para as barras forarn irnplernentadas rotinas que fornecem, no eixo da 
barra, nas se<;oes infcio e final do elemento, os seguintes esfon:;os solicitantes: 
• For<;a normal Fx 
• For<;a cortante Vxy 
• ror<;a cortante Vxz 
• Momenta fletor My 
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• Momento fletor Mz 
• Momento ton;or Mx 
Para as placas foram implementadas rotinas que fornecem, no plano medio 
da placa, ao longo das faces dos elementos, os seguintes esforGOS solicitantes: 
• Fon;a cortante no plano .1: z 1S,z 
• Fon;a cortante no plano y z Vyz 
• Momento de flexao Mx 
• Momento de flexao My 
• Momento volvente Mxy 
}oram implementadas no ambiente PZ rotinas de p6s-processamento que 
preparam e escrevem arquivos con tendo os resultados de deslocamentos e j ou 
de esfon;os solicitantes num padrao de saida forrnatado para servirem como 
arquivo de leitura para prograrnas graficos de visualizaGiio de resultados. As 
rotinas irnplementadas perrnitem preparar arquivos de dados para o progra-
ma de visualiza<;ao Mview3D, desenvolvido na PUC do Rio de Janeiro e para 
o programa DX da IBM. No capitulo de exemplos alguns resultados forarn 




0 objetivo deste capitulo e apresentar alguns exemplos que forarn resolvi-
dos corn a aplica~ao das formula~6es expostas nos capitulos anteriores, com 
a utiliza~ao das rotinas elaboradas no arnbiente computacional PZ. 
Os exemplos aqui mostrados sao fictfcios. As dimens6es e caracterfsticas 
elasticas das estruturas, bem como os valores das cargas nao representarn 
fisicarnente uma situa~ao real de projeto de engenharia. 
Os resultados obtidos com as rotinas elaboradas nessa disserta~ao forarn 
comparados com simula~6es equivalentes realizadas com o software Ansys, 
versao 5.2. Os valores encontrados com o prograrna elaborado foram sernpre 
muito proximos daqueles obtidos como software Ansys. 
Na apresentaqao dos exemplos seriio feitos cornentarios quanta a ordem 
dos polinornios de interpola~ao e discretiza~ao das geometrias dos dornfnios 
e para a aproxirna~ao nurnerica dos problemas. 
No exernplo 7.6 sera apresentado as dimens6es da rnatriz de rigidez glo-
bal gerada pelo prograrna e a quantidade de memoria RAM necessaria para 
resolver tal sistema. 
7.1 Exemplo 01 - Portico plano 
Trata-se de um portico plano, contido no plano J;z, com barras de seqao 
constante 20cm x 40cm. A estrutura e submetida a uma aqao uniformemente 
distribufda de valor q = ltf /m e a aq6es concentradas de valores P = 5tf , 
conforrne indicado na Figura 7 .1. 
Os pilares e vigas tern 3m de comprimento e cada um deles foi discretizado 
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Figura 7.1: Portico Plano. 
em 2 elementos unidimensionais de barra de comprimento 1, 5m. Na Figura 
7.1 esta ilustrado a numerar:;ao dos nose dos elementos. Adotou-se modulo de 
elasticidade longitudinal E = 2100000 tf/m2• 0 apoio esquerdo e engastado 
e o apoio direito e articulado. 
Ressalta-se que para a aproximac;ao numerica do problema utilizaram-se 
polin6mios de quarta ordem. 
0 valores de deslocamentos encontrados estao mostrados na Tabela 7.1, 
onde tambem estao indicados os valores correspondentes calculados com o 
programa Ansys. 
Tabela 7.1: Deslocamentos/Rotac;oes 
U:r Uz Ov 
N6 Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys 
1 0 0 0 0 0 0 
2 0.00558 0.00543 0.00002 0.00002 -0.00550 -0.00561 
3 0.01232 0.01228 0.00005 0.00005 -0.00263 -0.00267 
4 0.012315 0.012307 -0.00084 -0.00081 0.000747 0.000751 
5 0.01230 0.01218 -0.000113 -0.000108 -0.000696 -0.000703 
6 0.008259 0.008295 -0.000056 -0.000049 -0.004466 -0.004501 
7 0 0 0 0 -0.006058 -0.006097 
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Pode-se observar urna ligeira diferenga de resultados entre os deslocarnen-
tos calculados pelo prograrna PZ e pelo prograrna Ansys. Isto se deve ao fato 
de que as fum;oes de forma nao sejam as rnesmas e pela pr6pria diferenga 
entre as hip6teses das forrnulagoes adotadas (no Ansys nao foi adotada a 
hip6tese de Timoshenko). 
A cornponente horizontal do deslocamento de transla<;ao do p6rtico ana-




Figura 7.2: Deslocarnento Ux no p6rtico plano. 
Para o p6rtico ilustrado na Figura 7.1, o diagrama de distribuir;ao do 
momenta fletor no plano xz esta representado graficarnente na Figura 7.3. 
A convem;ao utilizada foi representar o momenta do !ado das fibras tra-
cionadas. Utilizou-se o prograrna de visualizagao DX. Ao !ado do diagrama 
e apresentada uma barra de cores associada a valores dos esforgos. 
Figura 7.3: Representagao do momenta fletor My no p6rtico. 
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A forc.;a cortante ao Iongo das barras esta expressa graficamente na Figura 
7.4. A barra de cor representa a mudanc.;a de intensidade da forga cortante 
ao Iongo das barras. 0 diagrama de forga cortante tern sinal. Adota-se a 
convengao de que forga cortante positiva e a que percorre a sec.;ao transversal 
no sentido horario. 
Figura 7.4: For<;;a cortante solicitante no portico. 
Os esforgos normais para o carregamento indicado sao constantes ao Iongo 
das barras como pode ser observado na Figura 7.5. Os valores positivos sao 
forc.;as normais de trac.;ao. 
Figura 7.5: Representac.;ao do esforgo normal no portico. 
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No diagrama essas fon;as estao representadas pelo senti do das set as coin-
cidindo com o sistema do eixo global positivo, caso contnirio sao negativaB. 
Os valores dos esfon;os solicitantes calculados nas extremidades de cada 
elemento estao mostrados na Tabela 7.2. Os momentos f!etores estao indica-
dos na conven<;iio de Grinter. For<;as normais positivas sao de tra<;iio e fon;as 
cortantes positivas sao aquelas que percorrem a se<;iio no sentido horario. 
Tabela 7.2: Esfcm;os solicitantes de for<;as normais, cortantes e momentos 
f!etores 
For9a Normal (tf) For9a Cortante (tf) Momenta Fletor (tf.rn) 
Barra N6 Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys 
1-2 1 3.31 3.33 12.33 12.34 17.09 17.06 
1-2 2 3.31 3.33 10.83 10.84 0.28 0.29 
2-3 2 3.31 3.33 5.83 5.83 0.28 0.29 
2-3 3 3.31 3.33 4.33 4.34 7.90 7.91 
3-4 3 -0.65 -0.67 -3.30 -3.30 7.90 7.91 
3-4 4 -0.65 -0.67 -4.80 -4.79 1.82 1.83 
4-5 4 -0.65 -0.67 -4.80 -4.79 1.82 1.83 
4-5 5 -0.65 -0.67 -6.30 -6.31 -6.51 -6.51 
5-6 5 -6.30 -6.32 0.67 0.67 -6.51 -6.51 
5-6 6 -6.30 -6.32 2.17 2.18 -4.38 -4.39 
6-7 6 -6.30 -6.32 2.17 2.17 -4.38 -4.39 
6-7 7 -6.30 -6.32 3.67 3.67 0 0 
7.2 Exemplo 02- Portico espacial 
Neste exemplo foi feita uma analise de urn portico espacial, onde atuam 
carragementos concentrados em alguns nos. A Figura 7.6 mostra as cargas 
nodais e condi<;6es de contorno ao qual a estrutura esta submetida, e ilustra a 
numera<;iio dos nos e elementos. As vigas e pilares do portico possuem se<;iio 
constante 15cm x 15cm e ti'lm 3m de comprirnento. Cada viga e pilar foi 
discretizado em 2 elementos unidimensionais de barra. Foram adotadas as 
seguintes caracterfsticas elasticas: modulo de elasticidade longitudinal E = 
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2100000tf /m2 e modulo de elasticidade transversal G = 807692.31tf /m2 
(coeficiente de Poisson v = 0, 3). 
Para a aproxima<;ao numerica do problema utilizaram-se polinomios de 
quarta ordem. 
"' ~F--=:::-::1--'----{ m ., .. 01),·' 
'"'"'"' 
·' 
Figura 7.6: Portico espacial. 
Os resultados de deslocamentos de transla<;ao obtidos na analise da es-
trutura para os nos 7 e 12 sao apresentados na Tabela 7.3. 
Tabela 7.3: Deslocamentos 
Ux Uy 'Uz 
N6 Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys 
7 0.01573 0.01561 -0.01401 -0.01391 -0.00004 -0.00004 
12 0.02084 0.02069 -0.00915 -0.00908 0.000009 0.000009 
As rota<;oes nestes mesmos nos sao mostrados na Tabela 7.4. 
Nas Tabelas 7.5 e 7.6 estao apresentados os valores das rea<;oes de apoio 
obtidas para o portico espacial do exemplo 02. 
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Tabela 7.4: Rota<;oes 
Ox Oy Oz 
N6 Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys 
7 0.00267 0.00265 0.00322 0.00320 -0.00232 -0.00230 
12 0.00182 0.00182 -0.00198 -0.00201 -0.00371 -0.00369 
Tabela 7.5: }on;as internas 
R, Ry Rz 
N6 Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys 
1 0.426 0.426 -0.108 -0.108 0.261 0.261 
5 0.426 0.425 -0.390 -0.390 -0.688 -0.689 
9 0.573 0.573 -0.391 -0.391 -0.166 -0.166 
13 0.573 0.574 -0.108 -0.108 0.594 0.595 
Tabela 7.6: Momentos fietores 
Rmx Rmy Rm.z 
N6 Tese Ansys Tese Ansys Tese I Ansys 
1 0.192 0.192 0.735 0.734 -0.052 -0.052 
5 0.665 0.664 0.734 0.733 -0.052 -0.052 
9 0.666 0.666 0.981 0.980 -0.052 -0.052 
13 0.192 0.192 0.981 0.981 -0.052 -0.052 
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7.3 Exemplo 03- Viga curva de eixo parab6-
lico 
Trata-se de uma viga curva, de sec;ao constante, contida no plano xy, 
submetida a urna ac;ao uniformemente distribuida de valor p = lkNjm. A 
viga curva tern vao de 5m e a flecha no meio do vao vale 3, 125m. Seu eixo 
e parab6lico e as ordenada.9 sao dadas pela equac;ao abaixo: 
y (x) = 2.5x- 0.5x2 
A viga curva foi discretizada em 1 e 4 elementos. A Figura 7.7 ilustra a 
intensidade do momento fletor Mz na.9 sec;oes da viga curva, calculado atraves 
do programa, para uma discretizac;ao em quatro elementos quadn1ticos. As 
cores estao associadas com aquelas da barra de cores indicadas ao !ado. 
Os resultados dos valores exatos do mornento fletor foram comparados 
com os valores obtidos com o prograrna para urna discretizac;ao utilizando-se 
interpolac;ao quadnitica lagrangeana da geornetria e polin6mios de sexto grau 
para a aproxirnac;ao dos deslocarnentos. 
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Figura 7. 7: Representac;ao grafica da distribuic;ao da intensidade do momento 
fletor ao Iongo da geornetria do arco parab6lico. 
Na Figura 7.8 ilustra-se o erro porcentual entre a soluc;ao exata e as 
soluc;6es aproximadas obtidas nurnericarnente no ambiente PZ, para as dis-







Erro para Momento Fletor em Vlga Curva Biapoi.ada 
(Discrfiiza.;&o em elem:ntos quaotatk:os) 
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Figura 7.8: Erro do momenta fletor para 1 e 4 elementos quadniticos ao Iongo 
do arco. 
7.4 Exemplo 04- Anel comprimido 
Neste exemplo foi analisado urn anel sujeito a carregamento distribufdo 
de pressiiD P = 1kN jm aplicado no plano do anel, conforme a Figura 7.9. 
Os resultados exatos de esfon;os nesta estrutura sao momenta fletor e for<;a 
cortante nulos e for<;a normal de compressao constante de valor numerico 
igual ao valor do raio. 
Figura 7.9: Anel sob carregamento de pressiiD uniforme P = 1kN jm. 
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Fazendo varias discretiza<;iies do anel com elementos em coordenadas cilfn-
dricas, os valores obtidos apresentaram resultados com erros bastante peque-
nos em rela<;ao a solu<;ao exata, ja a partir de dois elementos. Com elementos 
quadraticos a convergencia para a solu<;ao exata foi mais lenta. 
Na Figura 7.10 e mostrado o valor aproximado do momento fletor obtido 
utilizando-se 8 elementos quadraticos ao longo do eixo de urn anel de raio 5m, 
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Figura 7.10: Representa<;ao da distribui<;ao do momento f:letor ao Iongo do 
anel, para 8 elementos quadraticos. 
Na Figura 7.11 sao mostrados os valores aproximados obtidos para o 
esfor<;o normal utilizando 8 elementos ao longo do eixo do anel. 
'·= I ! 
4.999 
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Figura 7.11: Representa<;ao da distribui<;ao do esfor<;o normal ao Iongo do 
anel, para 8 elementos quadraticos. 
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7.5 Exemplo 05- Mola comprimida 
Neste exemplo foi analisada uma rnola espiral, conforme a Figura 7.12, 
com dois bra<;os rfgidos acoplados nas extrernidades, submetida a a<;ao de 2 
forc;as concentradas de valores P = lkN aplicadas nas extrernidades livres 
das hastes rfgidas. As espiras tilm raio de 5m. 0 valor exato do mornento 
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Figura 7.12: Mola com carga pontual aplicada nas extremidades das hastes. 
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Figura 7.13: Mornento tor<;or ao longo de uma espira retificada da mola. 
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0 objetivo foi fazer uma analise comparativa entre resultados obtidos com 
discretizac;ao utilizando elementos quadraticos e discretizac;iio com elementos 
cilfndricos. 
Corn apenas urn elemento cilfndrico foi possfvel descrever a geornetria de 
uma espira. Para a rnalha computacional, entretanto, foi necessaria o uso de 
polinornios interpoladores de alta ordem. 
Na Figura 7.13 ilustra-se a diferenc;a de solw;oes para o momenta torc;or 
ao Iongo das espiras, para discretizagoes da parte curva ern 20 elementos 
geometricos cilfndricos e 20 elementos quadraticos. 
7.6 Exemplo 06- Placa engastada nos quatro 
lados 
Trata-se de uma placa quadrada engastada nos quatro !ados, contida no 
plano xy. A placa foi discretizada com elementos retangulares de 4 nos, com 
aproximac;ao linear lagrangeana para a geornetria. Forarn adotados 8 elemen-
tos em cada dire<;ao. 0 carregamento adotado e uma carga uniformemente 
distribufda q = 1tf jm. 
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Figura 7.14: Placa quadrada engastada nos quatro !ados, sujeito a carrega-
mento distribuido q = 1tf /m. 
A rnatriz de rigidez do elernento, utilizando polinomios de aproximac;ao 
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de ordern quatro, possui dirnensao 28 x 28. Dessa forma, a rnatriz de rigidez 
global possui dirnensao 175 x 175. Como a rnatriz e sirnetrica, arrnazena-se 
so mente sua triangular superior ou inferior, sendo assirn, essa rnatriz e corn-
pasta por 15.400 elementos do tipo float que ocuparn 120, 32Kb de memoria 
RAM. 
Para a sohu;ao aceitavel das grandezas ffsicas adotou-se polinomios inter-
poladores de quinta ordem. Na Figura 7.14 rnostra-se a flecha (deslocarnento 
ern z) ao Iongo da superffcie. A placa possui 4m x 4m e espessura constante de 
10cm. 0 modulo de elasticidade longitudinal adotado foi E = 2100000tj /m2 
0 coeficiente de Poisson foi tornado igual a v = 0.30. 
0 valor teorico da flecha maxima que ocorre no meio da placa e dado por 
(7.1 ): 
qL4 
!central = 0.000126 ]) (7.1) 






Para o exernplo estudado o valor exato da flecha maxima 0.0016773m. 0 
valor encontrado pelo prograrna da disserta<;ao foi !central = 0.0016955m. 
7.7 Exemplo 07- Casca com uma curvatura 
Neste exernplo foi analisada uma casca parabolica engastada nurn unico 
!ado e corn os demais !ados com todos os deslocamentos livres. 
-------' --= Oil!/· 0 u 
Figura 7.15: Casca parabolica corn urna curvatura. 
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0 carregamento considerado e uma a<;ao uniformemente distribufda apli-
cada ao Iongo do !ado oposto ao !ado engastado, conforme mostrado na Figura 
7.15. A casca analisada tern dimensoes 4m x 4m, com espessura de 1cm. 
0 modulo de elasticidade longitudinal adotado foi E = 2100000tf /m2 e 
o coeficiente de Poisson adotado foi v = 0.30. 
A formula<;ao de placa com teoria de Reissner-Mindlin e apropriada para o 
tratamento de placas semi-espessas. No caso de sua utiliza<;ao para a analise 
de placas delgadas pode aparecer urn problema numerico conhecido com o 
nome "shear-locking". No exemplo em discussao adotou-se uma espessura de 
apenas 1cm. para tentar verificar o aparecimento do fenomeno. 
Observou-se que para os resultados de esfon;os de flexao se mostrassem em 
equilibria foi necessaria a utiliza<;ao de polinomios de interpola<;ao de quarta 
ordem. Para os esfon;os de membrana, entretanto, foi necessaria aumentar a 
ordem de interpola<;ao polinomial para no mfnimo cinco. 
Utilizaram-se polinornios de interpola<;ao quadraticos lagrangeanos para 




Figura 7.16: Casca parabolica. 
7.8 Exemplo 08- Ediffcio tridimensional 
Neste exemplo foi analisado urn ediffcio de 4 andares formado pela asso-
cia<:;ao de elementos de barras e elementos de placas. Cada pavimento tipo 6 
formado pela associa<;ao de 16 lajes com vigas de borda. 0 ediffcio possui 26 
prumadas de pilares. As vigas e pilares foram modelados como elementos de 
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barra e as lajes como elementos de placa, conforrne a forrnul;u;iio apresentada 
nos capftulos anteriores. 
0 carregarnento na estrutura e constitufdo apenas por ;u;iies verticais 
uniforrnernente distribufdas aplicadas ern todas as lajes, de valor q = 1 tf jm2. 
As vigas e pilares possuem dirnensiies padronizadas de 15cm x 15cm e 3m 
de cornprirnento. Os elementos de placa possuern uma espessura de 7 em. 0 
m6dulo de elasticidade longitudinal foi adotado igual para toda a estrutura, 
valendo E = 2100000 tj /m2 . 0 coeficiente de Poisson para as lajes foi 
adotado igual a v = 0.30. 
A discretizagiio da geometria dos elementos de barra foi efetuada por 
polin6rnios lagrangeanos lineares, o rnesmo acontecendo corn os elementos 
retangulares de placa. 
Na Figura 7.17 esta rnostrado urn esbogo da estrutura deforrnada. 
Figura 7.17: Ediffcio de quatro andares. 
0 problema foi analisado corn o prograrna PZ e tarnbern foi simulado 
corn o prograrna Ansys. Os resultados foram muito pr6xirnos, apesar do 
fato que for am usados elementos de placa de Reissner-Mindlin no programa 
PZ e elementos de placa de Kirchoff no programa Ansys. Na Figura 7.18 
ilustra-se em detalhe a deformada dos elementos de barra e placa associados. 
Para efeito de comparagao os deslocamentos verticais do ponto medio das 
lajes centrais do prirneiro piso sao rnostrados na Tabela 7. 7 e as reagiies de 
153 
apoio calculadas na base do pilar localizado na prumada frontal esquerda sao 
mostradas na Tabela 7.8. 
Figura 7.18: Detalhe da deformada associada dos elementos de viga e placa. 
Tabela 7.7: Flechas nos pontos medios das lajes centrais do piso 1 
Laje Flecha (rn) 
Tese Ansys 
1 -0.03283 -0.03275 
2 -0.03283 -0.03275 
3 -0.03168 -0.03155 
4 -0.03168 -0.03155 
5 -0.03664 -0.03659 
6 -0.03664 -0.03659 
Tabela 7.8: Rea<,;oes de Apoio na base do pilar, prumada frontal esquerda 
Esjor9os X y z 
Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys 
For9a 0.54099 0.54078 0.52903 0.52996 28.09330 28.08523 




0 objetivo deste capitulo e apresentar algumas conclusoes e alguns co-
mentarios sobre os resultados obtidos na presente dissertagiio, bern como 
indicar algumas sugestoes para continuidade do trabalho. 
Tratou-se da implementagiio de urn programa de computador para calcu-
lar esforc:;os em edificios simulados pelo acoplamento de elementos de barras 
( vigas e pilares) com elementos de placas. Foi utilizado uma plataforma de 
desenvolvimento de programas de elementos finitos denominada PZ, escrita 
em linguagem de programagiio orientada a objetos C++, a partir da qual 
foram implementadas as rotinas necessarias para o tratamento do problema 
do calculo de esfon;os no edificio. 
As duas grandes metas da dissertagiio foram as seguintes: 
• a primeira foi o esfon;o realizado no desenvolvimento de formulagoes 
variacionais de elementos finitos de barras e placas. Buscou-se siste-
matizar os passos da aplicagiio do Principia dos Trabalhos Virtuais. 
Com isso obteve-se a formula<;iio variacional do problema, sendo que 
as variagoes dos deslocamentos foram utilizadas como fungoes peso nos 
calculos de elementos finitos. Deu-se enfase em resolve-las atraves do 
Principia dos Trabalhos Virtuais, por esta ser uma tecnica bastante 
empregada e conhecida em Engenharia. 
Foram incorporados a formulagiio de placas os esforgos de membrana, o 
que permitiu uma extensiio da formulagiio para o tratamento de cascas. 
• a segunda meta referiu-se a implementagiio computacional dessas for-
mulagoes na plataforma PZ. Duas classes foram a base dessa implemen-
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taqiio: a classes TTimoshenko e a classe TPlateReissner, ambas deri-
vadas da classe abstrata TMaterial uma vez que o ambiente PZ trata 
as equa<;iies diferenciais de urn problema como materiais. As classes 
trataram respectivamente do problema de elementos finitos de barras 
com as hip6teses de Timoshenko e elementos de placas com hip6teses 
de Reissner-Mindlin. Na implementa<;ao cuidou-se tambem de incor-
porar a formulagao dos esfor<;os de membrana, permitindo uma analise 
aproximada de cascas. 
Al(0m dessas classes imimeras outras implementa<;iies foram necessarias. 
Algumas delas foram: 
• desenvolvimento e implementagao computacional do calculo do jaco-
biano bidimensional na classe TGeoElQ2d; 
• Criagao da classe TAnsys2pz, para pr&-processamento, viabilizando o 
uso da interface gnifica do programa Ansys para a cria<;ao de arquivos 
de dados, OS quais sao lidos pela classe TAnsys2pz no ambiente PZ; 
• calculos de p6s-processamento, com a determina<;ao de esfor<;os solici-
tantes nos elementos de barras e de placas; 
• criagao de arquivos de resultados nos padroes interpretados pelos softwa-
res DX e MView3D de visualizagao. 
Como o ambiente computacional PZ e totalmente orientado a objetos, foi 
possfvel utilizar as suas classes basicas e criar classes derivadas para imple-
mentagao das formulagoes propostas. Esse pressuposto, em tese, deveria dar 
uma grande produtividade, a qual, na realidade, nao foi de todo alcangada. 
Ocorreram algumas dificuldades de implementagiio do c6digo pela inexpe-
riencia do autor no uso do PZ. A extensao e complexidade do c6digo PZ c 
a pouca docurnentagao ainda cxistente sobre tal ambientc forarn fatores que 
contribuiram para atraso na implementagao proposta. 
Os exemplos mostrados no capitulo 7 simularam algumas situagoes e al-
gumas rnodelagens onde o programa computacional escrito foi utilizado. As 
cornparagoes de resultados foram feitas para tentar dar credibilidade ao c6-
digo que foi aqui implementado, dando ensejo para que futuras arnplia<;iies 
sejam encorajadas. 
Pode-se apresentar algumas consideragoes e conclusoes. E importante 
ressaltar que as conclusoes apresentadas abaixo foram baseadas apenas nas 
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observa~oes das respostas encontradas para os inumcros excmplos analisados 
na fase de testes. As mais importantes sao: 
• o elemento unidimensional de barra, com 6 deslocamentos por no uti-
lizado para a modelagem de vigas e pilares, ou barras com qualquer 
posicionamento no espac;o tridimensional, mostrou resultados consis-
tentes corn os conseguidos na amilisc de porticos pianos e de porticos 
tridimcnsionais; 
• cste clemento de barra, formulado com a hipotese da teoria de viga de 
Tirnoshenko, mostrou ser aplicavel scm restric;oes a qualqucr rclac;iio 
entre altura da sec;ao e cornprimento da barra. Excmplos estudados, 
mas nao mostrados no capitulo de exemplos, confirrnam esta conclusao; 
• rcssalta-se tarnbem que pela nao considerac;ao do empenamento, o valor 
da constante de ton;ao Jo na formulagao de barra 6 superestimado para 
a rigidez a ton:;ao; 
• na formulac;ao de elementos de barra foi associado urn sistema de eixos 
aos pontos de integrac;ao do elemento quadratico e cilfndrico. Deste 
modo torna-se possfvel calcular os deslocamentos e rota<;oes em func;ao 
da orientac;ao dos eixos naquele ponto. Para a analise dos elementos 
curvos isto representa uma generalizac;ao da geometria da estrutura; 
dessa forma, analises de estruturas mais complexas podern ser feitas 
usando essa tecnica. Embora nao seja possfvel garantir o ineditismo 
desse procedimento, o rnesmo nao foi encontrado na literatura; 
• o elemento de barra quadratico mostrou tambem rnuita fiexibilidade no 
trato de geometrias curvas, como exemplificado atraves da mala, anel e 
area. Para se obter resultados satisfatorios no elcmento de barra curva, 
foi necessaria o uso de fungoes de interpolac;ao de alta ordem; 
• a formulac;ao de placa de Reissener-Mindlin tarnbem demonstrou ser 
consistente em face dos resultados alcanc;ados. Embora adequada para 
placas espessas, a formula<;ao foi usada para placa delgada scm aprc-
sentar o fenbmeno de t.ravamento desde que usados polinbmios de in-
terpolac;ao computacional de ordem maior que quatro; 
• a formula.;;ao do elemento quadratico de placa de nove nos possibilitou 
estender a implementac;ao para aproximac;oes via elementos finitos niio 
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pianos, em fuw:;ao das variaveis de deslocamento e rota<;ao no espa<;o 
cartesiano; 
• a extensao da formula<;ao de placa, corn a considera<;ao do efeito de 
membrana a formula<;ao de placas de Reissner-Mindlin, demonstrou ser 
adequada. A formulac;ao resulta do calculo do equilfbrio no plano local 
da casca ern cada ponto de sua superffcie. Isto perrnite a formula<;ao da 
rnatriz de rigidez do elernento diretarnente no seu plano sern aplicac;ao 
de eventuais rota<;oes posteriores; 
A forrnulac;ao proposta foi testa.da. sobre cascas de geometria. pa.ra.bolica. 
e observou-se que para. elementos de casca. como a. configura.c;ao exem-
plifica.da., o fenllmeno de tra.va.mento apenas e supera.do para. ordem de 
interpola.<;ao polinomia.l igua.l ou superior a qua.tro; 
• o acopla.mento entre o elemento de barra e o elemento de pla.ca. ocorreu 
na.turalrnente, dada a preocupa.c;ao inicia.l corn rela.<;ao a convem;ao de 
sinais a.dota.da. Dessa. forma., os elementos de ba.rra. e pla.ca. sao lidos 
pela. classe TAnsys2pz e inseridos no a.mbiente PZ, onde recebern o tra.-
tamento de elementos unidimensional e bidimensional, para. posterior 
contribuic;ao na. ma.triz de rigidez e vetor de ca.rgas da. estrutura.; 
• os resultados obtidos na. a.m\.lise elastica. estatica. do edificio tridimensio-
nal, cornpa.ra.dos com os obtidos a.tra.ves do progra.ma. Ansys, mostra.ra.m-
se confiaveis, tanto os desloca.mentos, qua.nto os esfon;os; 
• para os testes rea.liza.dos a. memoria. utiliza.da. nao foi um fa.tor limita.nte. 
Os equipa.mentos cornputa.ciona.is do CENAPAD-Unicamp, colocados a 
disposi<;ao do a.utor permitira.rn que a. matriz ern banda. da. estrutura. 
cornpleta. fosse monta.da. inteira na. memoria RAM; 
• nao fora.rn toma.dos ma.iores cuida.dos com a. maxima. eficiencia. das roti-
nas e nao foi buscada., a exa.ustao, a diminui<;ao do tempo de execugao; 
• fora.rn feitos poucos testes qua.nto a convergencia. de solugoes. 
8.1 Sugestoes para trabalhos futuros 
Apresenta.m-se a. seguir algumas sugestoes e considera.<;6es para. tra.ba.lhos 
futuros: 
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• cria<;ao de classes derivadas da classe basica TMaterial, que permi-
tam avaliar os valores do modulo de elasticidade e do modulo tangente 
atraves de processos incrementais, obtendo-se a matriz de rigidez do ob-
jeto TT'imoshenko ou derivado, nas quais os efeitos da nao--linearidade 
f'fsiea ou geometrica estejam presentes. 
• incorpora;;ao da contribui<;ao do efeito da alvenaria, cornumente tra-
tado apenas como veda<;ao. Estas considera<;oes podem nao ser tao 
simples para implementa<;ao, cleviclo a grande diferen<;a existente entre 
as tensoes de ruptura do material de veda;;ao e dos elementos estrutu-
rais. 
• modelagem dos pilares paredes e do rnicleo de elevador de ediffcios 
tridirnensionais utilizanclo elemento de chapa. Embora nao utilizado, as 
rotinas ja implementadas pelo autor no arnbiente PZ, para o tratamento 
de placa TPlateReissner incorpora tambem o efeito de membrana, e 
pode tratar adequadarnente o efeito de chapa. 
• a partir da forrnula<;ao exposta e implementacla para elementos de bar-
ra, sera muito 1itil a consiclera<;ao de excentricidades para acoplarnento 
de vigas fora do plano medio clas placas. 
• utilizar a classe TSuperEl do ambiente PZ para analise das lajes dos 
ediffcios considerando o superelemento proposto por Santana[27], com 
condensa<;ao estatica da matriz de rigidez das lajes. 
• desenvolver classes que permitam analisar o efeito de conexoes semi-
rfgidas. Considerando o rnetodo aplicado por Soares[31], pode-se le-
var ern considera<;ao os efeitos provocados por conexoes semi-rfgidas 
implementando-se uma classe derivada cia classe TTimoshenko que via-
bilize tais consideragoes na analise de porticos pianos e espaciais de 
barr a. 
• estender o pr6-processamento representado pela classe TAnsys2pz, irn-
plementada nessa disserta<;ao, para outros elementos da biblioteca de 
elementos do software A nsys. 
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